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Resumo

Esta dissertagao, inicia-se com uma fundamentacao teodrica acerca do sis-
tema posicional, divisibilidade, divisao euclidiana, maximo divisor comum,
niimeros primos e congruéncia modular. Através dos conceitos abordados,
apresentaremos algumas aplicacoes, para alunos do ensino fundamental. O
principal objetivo é apresentar os principais pontos da teoria e trazer nogoes
da aplicabilidade da aritmética em situagoes cotidianas. Trabalharemos a
resolucao de Equacoes Diofantinas Lineares; determinaremos alguns critérios
de divisibilidade, através da relacao de congruéncia modular e aritmética dos
restos; ainda com congruéncia modular proporemos atividades com coédigos e
outras numeracoes existentes em nosso pais, finalizando com a resolucao de
problemas sobre calendarios. Essas aplicagoes servirao de ferramentas e me-
todologias para que de forma contextualizada, o professor, motive seu aluno a
entender um pouco mais sobre o conceito de Aritmética Modular, de maneira
facil, rapida e simples.

Palavras-chave: Divisibilidade. Congruéncia. Aplicagoes. Metodologias.



Abstract

This essay begins with a theoretical foundation about the positional system,
divisibility, Euclidean division, maximum common divisor, prime numbers
and modular congruence. Through the concepts discussed, we show some
applications, for elementary school students. The main main points of the
theory and bring notions of applicability of arithmetic in daily situations. We
will work solving Diophantine linear equations; we will determine some crite-
ria of divisibility; by the relationship of modular congruence and arithmetic
of the rest; even with modular congruence we will propose activities with
codes and other existing numbers in our country, ending solving problem on
calendars. These applications will serve of tools and methodologies of con-
textualized form, the teachers, will motivate their students to understand a
little more about the concept of Modular Arithmetic, easy, fast and simple

way.
Key words: Divisibility. Congruence. Applicability. Methodologies.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o seu surgimento até hoje o homem se desenvolveu, ou melhor, se modi-
ficou. A partir do momento em que passou a viver em grupos, sentiu a necessidade da
comunicacdo. Entao no decorrer de um longo processo surgiu a linguagem. A mesma
coisa se repetiu com os nimeros. Entretanto até chegar no modo que sao atualmente,
os nimeros e os simbolos que os representam sofreram grandes transformagoes ao
longo do tempo (MIYASCHITA. 2002).

Neste trabalho iremos abordar conceitos que envolvem a Teoria dos Ntmeros,
em especifico a Aritmética. Este é o ramo da matemaética pura que se preocupa com as
propriedades dos nimeros inteiros. A Aritmética envolve muitos problemas facilmente
compreendidos mesmo por nao-matematicos.

O termo “Aritmética” é um termo antigo, que nao é mais tao popular como ja
foi. A Teoria dos Numeros foi também chamada de aritmética superior e faz parte da
cultura dos povos desde os tempos antigos, tendo sido desenvolvida para atender as
necessidades de comunicacao e quantificacao. Na historia das civilizacoes, os povos a
criaram e a recriaram sob roupagens diferentes, utilizando essencialmente os mesmos
processos matematicos modificados ao longo do tempo (LORENSATTI. 2012).

A Aritmética comecou a ser desenvolvida a partir do surgimento da contagem,
antes da definicao formal dos ntimeros e operacoes aritméticas sobre eles por um sis-

tema de axiomas, estando intimamente relacionada com &algebra e teoria dos nimeros.



Tornou-se uma necessidade pratica, a longo prazo, para medidas simples e calculos.
A primeira informacao confidvel sobre o conhecimento aritmética é encontrada nos
monumentos historicos do Antigo Egito e na Babilonia, relativa ao 3°- 2° milénio a.C.
(BOYER. 2003).

Segundo Boyer (2003) a disciplina em questdo veio a ocupar-se com uma
classe mais vasta de problemas que surgiram naturalmente a partir estudo dos niimeros
inteiros. Esta teoria pode ser subdividida em varios campos, de acordo com os métodos

que sao usados e das questoes que sao investigadas, sendo estes campos a:

Teoria Elementar: que utiliza somente os métodos elementares da aritmética para
a verificacao e comprovacao das propriedades essenciais do conjunto dos ntimeros

inteiros e em particular as propriedades dos ntmeros primos;

Teoria analitica dos ntumeros: que utiliza a analise real e analise complexa, espe-

cialmente para estudar as propriedades dos niimeros primos;

Teoria algébrica: que utiliza algebra abstrata e estuda os niimeros algébricos!;

Teoria geométrica: que utiliza métodos geométricos, algébricos e analiticos.

Escolhemos para nosso estudo a Teoria Elementar dos Niimeros, em especial, a Arit-
mética modular , tendo em vista possuir um conjunto de conhecimentos indispensaveis
a todo cidadao.

A congruéncia modulo m e aritmética modular tém muitas aplicagoes. Dentre
elas, a justificativa para os critérios de divisibilidade, exemplificacao de conceitos que
envolvem as propriedades das operagoes, construcao de cédigos e no estudo de mode-
lagem para fenémenos periodicos que envolvem diferentes campos do conhecimento.
(SILVA, FRIEDMANN. 2011).

Percebemos ainda que, estuda-se de forma direta em algebra muitos conceitos
envolvendo congruéncia, porém nao é muito comum o estudo das muitas aplica¢oes que
o tema possui no cotidiano de todas as pessoas e na resolucao de diversos problemas.

Exemplos do uso da aritmética modular no dia-a-dia das pessoas ¢ o relogio
de ponteiro, no qual o dia é divido em dois periodos de 12 horas cada; nos calendérios
que sao divididos em meses semanas e dias. Além disso, diferentes c6digos numéricos

de identificacdo, como International Standard Book Number(ISBN), Codigo de Barras,

1Um ntimero algébrico é qualquer ntimero real ou complexo que é solucao de alguma
equacao polinomial com coeficientes inteiros. Em um sentido mais amplo, diz-se que
um numero ¢é algébrico sobre um corpo quando ele é raiz de um polinémio com coefi-
cientes neste corpo.



Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF) e varios fenomenos periodicos estao diretamente
ligados ao tema, conforme mostraremos alguns em nosso trabalho. Este é um tema
bastante atual e que pode ser trabalhado ja nas classes do Ensino Fundamental II,
que abrange do 6% ao 9° anos, gerando excelentes oportunidades de contextualizaciao
no processo de ensino/aprendizagem de matematica.

Inicialmente mostraremos elementos teoéricos referentes a forma de um niimero
na sua base decimal, divisibilidade a Aritmética Modular. Na sequéncia, através dos
conceitos expostos, proporemos algumas aplica¢oes importantes relacionadas ao tema.
Tendo em vista a relevancia desta no conjunto dos conhecimentos indispenséveis a todo
cidadao, é justificavel o interesse de se compreender como essa “disciplina” se instituiu.

O objetivo geral deste trabalho é apresentar algumas atividades e exemplos
ao professor de matematica do ensino bésico, tal que possa servir de fonte de pesquisa
para aulas dindmicas e atrativas. Além disso, servird como norteador de novos con-
ceitos para aqueles que pretendem fazer estudos nesse Ambito e ainda promover aulas
prazerosas e vinculadas ao cotidiano. Ja os objetivos especificos sao: fazer com que
o aluno entenda de maneira correta o conceito de divisibilidade; definir congruéncia
modular; relacionar divisibilidade/congruéncia, incorporando ao curriculo escolar um
contetido novo e capaz de sanar frequentes dividas a respeito de conjuntos de regras
apresentadas por livros didaticos

O ponto de referéncia do processo de ensino e aprendizagem da Matematica
deve ser a abordagem de assuntos de interesse do aluno, que estimulem a curiosidade
e que desencadeiem um processo que permita a constru¢ao de novos conhecimentos
(GROENWALD, FRANKE, OLGIN. 2009). A Matematica torna-se interessante e mo-
tivadora para a aprendizagem quando desenvolvida de forma integrada e relacionada
a outros conhecimentos, trazendo o desafio de desenvolver competéncias e habilida-
des formadoras do pensamento matematico. Desse modo, constituimos o corpo do
trabalho em seis capitulos, incluindo esta introducao e nos demais abrangeremos um
referencial tedrico e atividades que nos proporcionardao apresentar uma metodologia

diferenciada no ensino de vérios conceitos para alunos do ensino fundamental II.

No capitulo 2, faremos um breve apanhado sobre sistema decimal posicional
que ultilizamos e a importancia da sua representagao estendida no desenvolvimento
de outros conceitos.

No capitulo 3, trateremos do tema, divisibilidade. Apresentaremos conceitos
como: Divisao Eucidiana, Méaximo Divisor Comiim, Nimeros Primos e uma grande
aplicacao destes conceitos que sao as Equagoes Diofantinas Lineares(EDL). As EDL

nos auxiliam na resolucao de problemas aparentemente dificeis, no entanto, se mode-



lados de forma correta podem se tornar bem mais compreensiveis para o aluno. Para
tal nos baseamos nas definigbes e teoremas apresentados por Hefez (2013). Levamos
também em consideracao o fato de que, conceitos como o de divisor de um ntmero,
ampliam o entendimento sobre campo multiplicativo, correlacionando as duas opera-
¢oes (BRASIL. 1998). Contudo ainda é importante que tal trabalho ndo se resuma a
apresentacao de diferentes técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno
encontrar resultados de forma mecanica sem compreender as situagoes-problema que
esses conceitos permitem resolver. Além disso, ao se trabalhar divisibilidade, é de
suma importancia explorar conceitos ligados aos ntimeros primos, pois uma lista de
nimeros primos é como se fosse a “tabela periodica” do matemaético, sendo que eles
sdo geradores de todos os outros ndo primos (SAUTOY.2007).

Inicaremos o capitulo 4, definindo congruéncia modular, suas propriedades
basicas e operatotias e as generalizacoes do Pequeno Teorema de Fermat em termos de
Congruéncia. Na sequéncia apresentaremos alguns exemplos de atividades com estas
propriedades através da aritmética dos restos. Essas aplicacoes, além de trabalhar
propriedades da congruéncia modular, envolvem também conceitos de potenciacao,
fazendo a conexao de ambos. Através desta conexao, o aluno podera determinar o resto
de divisoes com poténcias de expoentes muito grandes por um ntmero qualquer. Estes
conceitos sao bastante explorados em outras dissertacoes direcionadas ao PROFMAT,
inclusive por Junior (2013), Esquinca (2015) e Moura (2015) e de forma bem sutil
entram em consonancia com este trabalho, visto que as demais sao direcionadas ao
ensino médio e no nosso caso, restringimos ao fundamental TI.

No capitulo 5, nos direcionamos a outras aplicacoes de divisibilidade e con-
gruéncias no ensino fundamental II, além das ja apresentadas nos capitulos anteriores,
visto que a Aritmética mesmo sendo um conceito tido como importante pelos curri-
culos nacionais de ensino, nao se valoriza o contetido de congruéncias . Pretendemos
apresentar atividades desafiadoras e simples através da correlacao entre conceitos que
sao estudados, de forma que possamos incluir tal conceito na grade curricular. Propo-
remos algumas atividades onde aluno possa ser gerador de seu proprio conhecimento.
O significado da atividade matematica para o aluno também resulta das conexoes que
ele estabelece entre os diferentes temas mateméticos e também entre estes e as demais
areas do conhecimento e as situacoes do cotidiano. O estabelecimento de relagoes é
fundamental para que o aluno compreenda efetivamente os conteiidos matemaéticos,
pois, abordados de forma isolada, eles nao se tornam uma ferramenta eficaz para resol-
ver problemas e para a aprendizagem/construcao de novos conceitos( BRASIL. 1998).

Discutiremos e apresentaremos sugestoes de atividades que envolvem:



e Critérios classicos de divisibilidade por 2, 3 e 11, através da construcao do
processo. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (1998) ¢é rele-
vante para o aprendizado que, além do trabalho com os significados das opera-
coes, desenvolva-se um processo sistematizado de calculo que inclua a constru-
cao e andlise de varios procedimentos, tendo em vista que eles relacionam-se e

complementam-se;

e Digitos de verifacao, os quais sao nimeros bastante utilizados no nosso pais para
validagao de alguns codigos como: Codigo de Barras, ISBN, CPF, entre outras
sequéncias que nao serao abordadadas neste trabalho, porém nao deixam de ser

menos importantes;

o Calendérios: que segundo Oliveira (2015) servem como estimulo ao desenvolvi-

mento das operacoes bésicas através da sua associagao com algoritmos.

No 1ltimo capitulo faremos uma abordagem geral dos temas propostos, bem como sua
sua aplicabilidade e relevincia no ensino fundamental. Esta relevanica se encontra ex-
plicita nas experiéncias de quantificacdo de objetos e fenomenos fazem parte da vida
pratica das pessoas, e o estudo da Aritmética é uma necessidade para prover a orga-
nizagao adequada da sociedade e oferecer oportunidades para o individuo desenvolver
processos matematicos inerentes a sua estrutura logica mental. Portanto, cabe a es-
cola, também, oportunizar o desenvolvimento das competéncias aritméticas, ou seja,
contar, calcular e resolver problemas que exijam esses conhecimentos (LORENSATTTI.
2012).



Capitulo 2

Sistema de Numeracao

O sistema de numeracao que utilizamos é chamado de decimal posicional.
Sao, ao todo, dez os algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Estes sao geradores de
qualquer nimero neste sistema, uma vez que por serem infinitos os niimeros podem
ser compostos por quantos digitos se desejar. No sistema decimal posicional a repre-
sentacao por algarismos é bastante pratica, pois cada digito do algarismo representa
uma quantidade. Os niimeros sao separados por grupos de trés algarismos, da direita
para a esquerda. Cada um desses grupos ¢ chamado classe. Dessa forma temos a
classe das unidades, a classe dos milhares, a classe dos milhoes, a classe dos bilhoes
etc. Cada classe, por sua vez ¢ dividida em trés ordens, também da direita para a
esquerda: unidades, dezenas e centenas (MIYASCHITA. 2002 ; HEFEZ. 2013). Veja

como ¢ feita esta distribuigao:



Classes Milhoes Milhares Unidades

Ordens 9= g || =7 h 5T 4° 2= oo 17

C|DJ|J|U]| C D U C D u

108 [ 107 | 108 | 108 | 104 | 103 102 10 100

Ex'3 245 3 2 4 5]
Ex'3 634 3 6 3 4
Ex'1 863 025 1 8 6 3 0 2 5)

Figura 1: Classes e Ordens
Fonte:https://proftamira.files.wordpress.com/2012/03/sistnumerdecimall.jpg

Segundo Hefez (2013) para generalizar o sistema posicional podemos dizer que
sua base b, tem b digitos diferentes. Cada um destes digitos, além do seu valor real,
possui um peso definido pela posicao que ele ocupa. Como no nosso sitema utilizamos
base 10, a distribuicao do valor de cada digito distribui-se, através de poténcias de

base 10 da seguinte maneira:

o O algarismo da extrema direita tem peso um(10%);

e Seguindo da direita para a esquerda o seguinte tem peso 2(10') e assim sucessi-

vamente, até que se distribua pesos para todos os digitos (10"71).

Quando escrevemos o niimero 374, sabemos que o algarismo 3 representa 300 unidades,
30 dezenas ou 3 - 10? unidades, o algarismo 7 representa 70 unidades, 7 dezenas ou
7 - 10! unidades e o 4 representa 4 unidades ou 4 - 10" unidades. Assim, podemos

escrever

374=3-10*+7-10" +4-10°

Observagio. A representacao de um numero dado em sua forma posicional é dita repre-

sentacao extendida.

Exemplo 1. Escreva o nimero 235698 na forma extendida.

Solucao:



235698 =2-10° +3-10* +5-10° +6-10* +9- 10 + 8.

Genericamente, podemos dizer que um nimero da forma a,a,_1a,_s...asa;ay,
no sistema de numeragao decimal, representa o nimero:

anan,lan,g...agalaozanlO” + An—1 10n—1 + an,210"_2 + ...+ a2102 + ay 10 + agp.

O proéximo resultado generaliza a expansao de um niimero a em uma base
b > 1 dada.

Teorema 1. Sejam dados os ntimeros a e b, com a > 0 e b > 1. Existem ntimeros
inteiros n > 0e 0 < rg,7rq,-++ , 7, < b, com 7,70, univocamente determinados, tais
que:

a=rg+rib+rb* 4 +r,b"

Demonstragao.
Demonstraremos por inducao completa sobre a.
Se 0 < a < b, basta tomar n =0 e ry = a. A unicidade é clara.
Suponhamos o resultado valido para todo natural menor do que a, onde a > b.
Vamos prova-la para a.

Pela divisao Euclidiana, existem ¢ e r, tinicos, tais que:

a=bg+r, com0O<r<b (1)

Como 0 < ¢ < a, pela hipotese de inducao, segue-se que existem numeros
inteiros n’ >0e 0 <7y, -+, 7y <b, comr, +1#0.

Univocamente determinados, tais que:

q=r1+rab+ b (2)

Substituindo a equagdo (2) em (1), temos que:



a=bqg+r=>b(r,+reb+-- +r, b))+,

donde o resultado segue-se pondo:
ro=ren=mn'+1.

O

Contudo podemos trabalhar com diferentes bases. Quando adquirimos uma
dazia de laranjas, duas dizias de rosas, cinco duzias de bananas ou uma grosa (
doze duzias ) de parafusos estaremos trabalhando na base duodecimal (base 12) de
numeracao. Quando marcamos o tempo em dias, horas, minutos e segundos estamos
trabalhando com a base 60 de numeragao, ou na base sexagesimal. Os computadores
utilizam a base 2 ( sistema binario ). Neste sistema contamos de 2 em 2.

Para transformarmos da base decimal para uma base qualquer devemos dividir
sucessivamente o nlimero e a seguir os quocientes obtidos pelo algarismo representativo
dessa base até que a divisao nao seja mais possivel. A nossa base sera formada pelos
restos dessas divisdes de cima para baixo. Dessa forma temos que o nimero 430 na

base 2 é escrito da seguinte forma:

430 =2-2154+0

215 =2-107+1

107=2-53+1
53 =2-26+1
26=2-1340
13=2-6+1
6=2-3+0
3=2-1+1
1=2-0+1

Fazendo substituicoes sucessivas de trés para frente nos resultados anteriores

teremos que:

430=1-28+1-2"40-2°41-2°40-2*41-2+1-22+1-21 40 2O



Logo, 430 = [110101110] ).

Compreender a forma estendida de um namero, seja ele em qualquer base
nos auxilia muito na resolucao de problemas e generalizacao de alguns conceitos que
muitas vezes apresentamos aos alunos sem nos dar conta de ensinar o processo que ha
por traz disso. Fecharemos o capitulo dando um exemplo de uma questao de avaliagao
do PROFMAT, a qual se o conceito de base e forma estendida de um nimero ficarem
bem claros para o aluno é um exercicio excelente e que pode ser trabalhado no final

do ensino fundamental, sem nenhum problema.

Exemplo 2. (Questao 2 - Avaliacdo 1 - Profmat 2014)Perguntado sobre quantos alunos
tinha naquele ano, o professor escreveu no quadro:

“733 alunos, dos quais 276 sao meninos e 435 sao meninas”. Inicialmente a
resposta pareceu estranha, mas logo notamos que o professor ndo empregou o sistema
decimal. Qual foi o sistema utilizado pelo professor?

Solugao:

No sistema de base b, temos que 733 = 276 + 435. Assim:

T 0*+3:0+3=2-*+7-b+6)+(4-*+3-b+5),
donde:
b2 -Tb—8 = 0.
Agora, determinando as raizes da equacao, obtemos b = —1 ou b = 8.

Portanto, a base utilizada foi b = 8.
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Capitulo 3

Conceltos Fundamentais

Neste capitulo iremos explorar conceitos como divisibilidade e suas proprieda-
des, Divisao Euclidiana, Nimeros primos, Pequeno Teorema de Fermat e para finalizar
trataremos das Equacoes Diofantinas Lineares que por sua vez é uma aplicacao bas-

tante importante e de facil compreensao para o publico alvo.

3.1 Duivisibilidade

Nesta secao abordaremos um conceito bastante importante, a divisibilidade.
Conceito este ligado a varios outros e desenvolvido por Euclides em sua obra “Os Ele-
mentos” (HEFEZ, 2013). Para compreender o que ¢ divisibilidade entre dois nimeros
considere o conjunto dos inteiros, Z ={..., —4,—-3,—-2,—1,0,1,2,3,4, ...} tal que a re-

lacao entre dois deles é dada por:

Definicao 1. Dados dois ntmeros naturais a e b, com com a # 0, diz-se que a divide
b, quando existir um ntmero natural k, tal que b = a - k. Neste caso, podemos dizer
que sao equivalentes as afirmacoes:

(7) a & um divisor de b ou a divide b (alb);

11



(7i) a ¢ um fator de b;
(741) b ¢ um maltiplo de a.

Proposigao 1. Considere os niimeros naturais a, b, ¢ e d €Z, com a#0. Temos:

(7) 1|a;
(1) ala;
(14) alO;
(1v) Se alb e b|c, entdo alc;
(v) Sejam a, b, ¢ e d, ntumeros naturais, com a # 0 e ¢ # 0, entdo, se alb e c|d,
entao (ac) | (bd);

(vi) Se a|b e alc, entdo alb £ ¢;

(vii) Se alb, entdo albc;

(viii) Se alb e alc, entdo alm - b+ n - ¢, quaisquer m,n € Z.

(viti) Sejam a e b nimeros naturais, ambos diferentes de zero, tem-se que se
alb, entdo a < b

(iz) Se bla e a# 0 entdo |b] < |a|. (Todo divisor de a é menor ou igual a |al;

(x) Se bla e alb, entdo a = +b;

(xi) Se b|1, entdo b = £1;

(xit) alb < —alb < a|—b < —al-b

Demonstragao.
(1) De fato, 1|a pois a = a.1 para todo inteiro a.
(17) De fato, ala pois a = 1.a (Propriedade reflexiva).
(7i1) De fato, a|0 pois 0 = a.0
(iv) Se a é divisor de b entdo, existe um tmero natural k, tal que b = ak.
Da mesma forma, se b é divisor de ¢ entao, existe um natural ¢, tal que ¢ = b-q.
Logo:
c=b-q=c=a-k-q=c=a-(kq).

Ou seja, a é divisor de c.
(v) Se a divide b, entdo existe um namero natural k, tal que b = ak.
Da mesma forma, se ¢ divide d, entao existe um nimero natural ¢, tal que

Temos que:
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albe.

bd = (ak) - (cq) = (ac) - (kq).

Ou seja,(a - ¢) é um fator de (b - d), demonstrando a preposicao.
(vi) Se alb e a|c entdo existem ¢; e g2 inteiros tais que:
b=a-q ec=a-qs.
Somando as duas equagoes temos:

b+c=alqg + ¢).

Portanto alb + c.
Para a subtracao demonstra-se de maneira analoga.
(vii) Se alb entdo existe um nimero inteiro g tal que, b = aq.

Multiplicando a equacdo por um inteiro ¢ temos que, bc = a - (¢c). Portanto

(viii) Se alb e alc temos pelo item anterior que albm e a|cn para quaisquer

inteiros m e n.

Logo, pelo item (vi) segue que albm + cn
(iz) Se alb com b # 0, entdo existe um inteiro ¢ # 0 tal que b = aq.
Logo:

b = lag] = [t] - gl > |al.

Portanto,|a| < |b]

(z) Suponhamos que a|b e que bla. Se a = 0 ou b =0, temos que a = b = 0.
No caso a,b #0 temos pelo item (ix) que |a| < |b] e [b] < |al.

Logo, |a| = |b] =a = £b

(i) Suponhamos que a|l. Do item (i) temos que 1|a para todo inteiro a.
Logo pelo item anterior segue que a = +1

(zid)alb<=b=aq, ¢ € Z <

b=(—a) (—q), € Z <+

—b=a.(—q), ¢€Z &

—q€Z&s —b=(—a)-q,—q€Z

s—b=(—a) q, g Z

3.1.1 Divisao Euclidiana
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Todos nos aprendemos fazer a operacao de divisao nas etapas iniciais da vida
escolar, mas muitos nao entendem o processo, realizam-no automaticamente como
uma receita infalivel (ESQUINCA. 2013) . Primeiramente, precisamos saber que cada
elemento da divisao possui um nome. Observe que ao divividir 15 e 13 por trés

respectivamente teremos os seguintes resultados:

15=3-540 (3)

13=3-4+1 (4)

Cada niimero das respectivas divisoes recebem um nome especifico sendo que
em ambas o divisor é o namero trés. Além do divisor o calculo apresenta: dividendo
(15 e 13), quociente (5 e 4) e resto (0 e 1).

Na equagao (3) como o resto da divisao foi zero, dizemos que esta é uma
divisao exata. Se quisermos verificar se nossa divisao esta correta, podemos multiplicar
o quociente pelo divisor, isto é, 5-3 = 15. O resultado deve ser exatamente o dividendo,
no caso 15. Esse processo ¢ conhecido como a prova real da divisao.

Quando o resto da divisdo nao for zero, como na equacio(4), dizemos que a
divisao é inexata ou, simplesmente, que a divisao nao é exata, desse modo, o produto
do quociente pelo divisor devera ser acrescido do resto para se obter o dividendo.

Este processo nada mais é do que a aplicacao do algoritmo de Euclides surgido
na sua obra Os Elementos (c. 300 a.C.), que ¢ um dos mais antigos algoritmos ainda
e1m uso.

O processo exposto acima nada mais é do que uma aplicagao da divisao eu-
clidiana, pois foi desenvolvido e generalizado por Euclides de Alexandria em “Os Ele-
mentos”. Nele podemos notar que a divisao estd extramente ligada a multiplicacao,
ou seja, uma é o inverso da outra.

Euclides de Alexandria foi um matematico platénico e possivel escritor grego
conhecido como o “Pai da Geometria” (BOYER. 2003). Além da sua principal obra “Os
Elementos” escreveu sobre perspectivas, sec¢oes conicas, geometria esférica, teoria dos
numeros e rigor. Existem poucas referéncias a respeito de Euclides, de tal forma que
as datas de nascimento e local , morte e circunstancias sao desconhecidas. Nenhuma
imagem ou descricao da aparéncia fisica de Fuclides foi feita durante sua vida portanto
as representacoes de Euclides em obras de arte sao o produtos da imaginacao artistica.
O que se sabe é que a morte de Alexandre, o Grande, levou a disputas entres os

generais do exército grego. Em em 306 a.C. o controle da parte egipcia do império
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estava nas maos de Ptolomeu I 2, e esse governante pdde voltar a atencao para esforcos
construtivos. Apos a criacao de uma escola em Alexandria conhecida como Museu,
chamaram um grupo de sabios de primeira linha, entre eles Euclides, que era um dos
autores mais bem sucedidos da época (BOYER. 2003).

Ainda segundo Boyer (2003) “Os Elementos” nao s constituem a mais antiga
e importante obra matematica grega a chegar até nds, mas o texto mais influente de
todos os tempos. Composto em 300 a.C. aproximadamente e copiado muitas vezes até
chegarem em noés por tradugoes arabes, mais tarde traduzidas para o latim no século
doze, e finalmente, no século XVI, em vernaculo. A primeira versao impressa de “Os
elementos” apareceu em Veneza, em 1482, um dos primeiros livros de matemética
impressos. Calcula-se, pois, que desde entao pelo menos mil edi¢oes foram publicadas
e certamente nenhuma obra matematica teve influéncia comparavel a de Euclides.

O Algoritmo de Euclides é apresentado por varios autores de livros de aritmé-
tica, porém usaremos como referencial pra nosso trabalho Hefez (2013), que apresenta
uma teoria direcionada ao curso do PROFMAT. Assim, na sequéncia serao apresen-
tados e demostrados teoremas e proposicoes que tratam desse assunto, para que no
capitulo de congruéncias e de aplicacoes das mesma possamos utiliza-los para desen-

volver alguns procedimentos de maneira habil.

Teorema 2. (Algoritmo de Euclides ) Dados a€ Z% e be Z* Existem dois tnicos
inteiros ¢q e r tais que a = bg + r, com 0 < r < ¢, onde ¢ ¢ o maior nimero, tal que
b-g<a<b-(¢g+1)

Demonstragao.

Inicialmente mostraremos a existéncia de ¢ e r. Em seguida mostraremos suas
unicidades.

Temos que ou a ¢ um multiplo de b ou a esta situado entre dois miltiplos ¢b
e (¢ + 1)b deb, para algum q € Z.

Se a é multiplo de b, digamos, a = bk, trivialmente temos ¢ = k e r = 0.

Caso a nao seja multiplo de b, é fato que teremos:

gb <n < (qg+1)b.

Nesta desigualdade podemos subtrair ¢gb de todos os membros, tendo assim:

2Ptolomeu I Séter foi um general macedénio de Alexandre, o Grande que se tornou
satrapa do Egito de 323 a.C. a 283 a.C., fundando a Dinastia Ptolemaica
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0<a—qb<d

Tomemos:

a—qb=r =a=bg+1r; 0 <r <b.

Segue que, quando r = 0, a é miltiplo de b.
Para provar a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existam outros inteiros r
e o tais que:

a=bqg +1ry,com0<ry<a.

Desta forma temos que:
a=>bqg+r=>bg+ro= (r—ro) = (g—qo)b.

Percebemos assim que (r—rg) é multiplo de b e como —b < r—ry < b, 0 tnico
valor possivel é:

r—ro=0=r=rg.

Desta forma, ¢ = qq .
O

Exemplificando, efetuaremos a divisao de 22 por 5 e -54 por 8. Desse modo
temos que:
22=5-442e0<2<5, -b4=8-(-7)+2e0<2<8.

Assim, pelo o Algoritmo de Fuclides , temos que o resto e o quociente da

divisao de 22 por 5, sao 2 e 4 respectivamente. Ja da divisao de -54 por 8, sao 2 e -7.

3.1.2 Maximo Divisor Comum

Para facilitar o entendimento, antes de generalizar a definicdo de méaximo
divisor comum antes consideraremos os ntimeros 20 e 45. Indicando por D) 0s
divisores de vinte e D 45y os divisores de 45, faremos uma listagem dos mesmos. Assim

teremos:

D20y={1,2,4,5,10, 20}
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Dus5={1,3,5,9,15,45}

Da listagem acima, segue que Dg) N D) = {1,5}, sendo que Max D 59y N
D5y = 5, ou seja, 5 ¢ o maior niimero pertencente ao conjunto interse¢ao de Dz e

Definicao 2. Dados a,b € Z, nao ambos nulos, dizemos que d € Z* ¢ divisor comum
de a e b se d|a e d|b.

Exemplo 3. Tem-se que 3 ¢ divisor comum de 90 e 45 pois 3 | 90 e 3 | 45.

Definicao 3. Dados a,b € Z, nao ambos nulos, dizemos que d € Z*, ¢ Maximo Divisor
Comum de a e b, quando d cumpre duas condigoes:
(1) dla e d|b;

(77) Se e € Z, tal que e|a e e|b, entdo e|d, ou seja, d ¢ o maior divisor comum
de a e b.

A definigao anterior pode ser extendida para uma quantidade finita de ntime-
ros inteiros ay, as, as, ..., a, € esta serad denotada simplesmente por mdc(ay, as, as, ..., a,).

Imagine agora fazer este processo para um nimero muito grande, ou um
nimero com muitos divisores. Seria um tanto trabalhoso listar todos eles. Portanto
definiremos e apresentaremos alguns teoremas e proposicoes que facilitarao determinar

o Maximo Divisor Comum de niimeros inteiros.

Lema 1. Dados a, b, q,r € Z tais que, a = bg + r, entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstragao.

Sejam d = mdc(a,b) e dy = mdc(b,r).

Como d|a e d|b temos que d|(a—gb).

Logo, d|r, pois r = a—qb. Uma vez que d|b ed|r, pela Defini¢ao (3), entdo
d|dp.

Por outro lado, dy|r e dy|b , segue que dy|(gb+r). Assim, dg|a. Portanto, pela
pela Definicao(3), do|d.

Como dy, d sao positivos, concluimos que d = d.
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Teorema 3. Dados a,b € 7Z, existe um inteiro positivo d, que é maximo divisor comum

de a e b.

Demonstragao.
Considere a,b € Z . Notemos que caso, a|b ou a = 1, temos mdc(a, b) = |al.
Assim podemos supor que 1 < a < b e que a nao divide b.
Logo pelo Algoritmo de Euclides existem ¢y, 71, tais que:

b=aqp +r,com0<r <a.

Dai surgem duas possibilidades:
(1) Se r1]a, entdao usando o lema 1 temos que:
ry = mdc(a,r1) = mdc(a, b—qra) = mde(a, b).
(73) 1 1 a, aplicando o Algoritmo de Euclides em a e 11 , desta maneira existem
inteiros g¢o e ry, tais que:
a=711gs+1re,com0<ry<r; <a.

O que também nos d& duas possibilidades:
xra|ry = 19 = mdc(ry, ro) = mde(ry, a—gar1) = mdce(ry, a) = mde(b—qa,a) =
mde(a,b) .
kkSe 1o 1 1.
Aplicando novamente o Algortimo de Euclides, vimos que existem inteiros g3
e r3, tais que:
Ty ="T9q3 + 73,0 <13 <1y <711 < Q.

Como, este procedimento nao ¢ infinito, a sequéncia a > ry > r9 > r3...,
possui um menor elemento.

Portanto, para algum n teremos que r,|r,—1, pois em algum momento teremos
que o resto é igual a zero, implicando em mdc(a, b) = r, .

Para provar a unicidade suponhamos que mdc(a,b) = d e mde(a,b) = do.

Notemos que tanto d, quanto dy sdo divisores comuns de a e b, assim d|dy e

do|d, e como d e dy sdo ambos positivos segue que d = dy= mdc(a, b).

Proposicao 2. Sejam os numeros inteiros a, b, c,d,dy com d e dy positivos. Se d =
mdec(a,b) e dy = mde(a, b, c), entdo dy = mdc(mdc(a,b),c) = mde(d, c).
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Demonstragao.

Seja dy = mdc(a,b,c) e d = mde(d, ¢), com d = mdc(a,b).

Queremos mostrar que dy|d; e dy|dp.

Dai, como dy e d; sao positivos por definicao, entao dy = d;

De dy = mdc(a, b, ¢), segue por defini¢do, que do|a e dy|b, e como d = mdc(a, b)
entao do|d, e pelo fato de dyl|c, segue que dg|dy, pois di = mde(d, c).

Por outro lado, d; = mdc(d, ¢) por defini¢ao, d;|d e dy|c.

Agora como d = mdc(a,b), por defini¢do d|a e d|b, dai segue que d;|a e db,
mas d;|c, logo d;|dy, pois dy = mdc(a, b, c).

Donde concluimos que d; = d,.
O

Proposigao 3. Dados a,b € Z e d = mdc(a,b). As seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1)Sea=0eb=0,entdo d = |b, ja que d € Z* ;
(77) Se d = mdc(a,b), entdo d = mdc(—a, b) = mdc(a, —b) = mdc(—a, —b).

Demonstragao.
(1)Se a=0eb=0, teremos que existe d € Z; d = mdc(0,0)=d =0
(7i) Dados a,b € Z, ndo ambos nulos. Temos que o maior divisor de a
e —a & |a|. Dessa forma, mdc(a,b) = mdec(—a,b) e analogamente mdc(a,—b) =
mde(—a, —b) = mdc(a, b).
O

Esses resultados apresentam uma maneira recursiva de se utilizar o Algoritmo
Euclidiano, sendo que de acordo com Hefez(2013) houveram apenas aperfeicoamen-
tos do processo apresentado pelo proprio Euclides em “Os Elementos” que é o mais
utilizado nos dias atuais. Ele consiste em se dividir o maior ntimero pelo menor e no
processo seguinte fazer o mesmo utilizando o quociente e o resto da divisao anterior,
até que o resto final seja zero,assim o maximo divisor comum serd o menor resto,

diferente de zero. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 4. Determine o mdc(680, 150):

Solucao:
680 = 150 - 4 + 80
150 =80-1+ 170
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80=70-1+10
70=10-7

Verificamos que o resto zero aparece quando dividimos 70 por 10, assim o
menor resto diferente de zero é o Maximo divisor comtm entre 680 e 150. Portanto o
mdc(680, 150) é 10.

Teorema 4. (Relacdo de Bézout) Dados inteiros a e b, quaisquer, mas ndo ambos nulos,
existem dois inteiros n e m tais que mdc(a,b) =a-n+b-m.
Em outras palavras, a rela¢ao diz que o mdc(a,b) pode ser escrito como com-

binacao linear de a e b.

Demonstragao.

Consideremos o conjunto de todos os nimeros positivos da forma a-n-+b-m,
onde o m e o n podem variar ao longo dos inteiros.

E 6bvio que esse conjunto contém alguns elementos, mesmo que a e b sejam
negativos, porque se pusermos m = a e n = b temos que a® + b? é um ntimero positivo
e por isso pertence a esse conjunto.

Obviamente mdc(a,b) divide todos os elementos desse conjunto. Seja d o
menor desses nimeros.

Usando o Algoritmo de Euclides, existem q e r, inteiros tais que:

a=qd+r.
Mas d =am + bn, logo:
r=gqd—a=q(lam+nb) —a = (gm — 1)a + nb.

Portanto r pertence ao conjunto. Uma vez que d ¢ o menor elemento do
conjunto, obtemos que r = 0.

Assim: d|a.

De forma analoga se prova que d|b.

Se houvesse algum nimero ¢ maior que d tal que c|ae c|b, entdo c|d, o que
entra em contradi¢do com ¢ > d. Assim d é o mdc(a, b) e portanto mdc(a,b) pode ser

escrito da forma am + bn.
O

Exemplo 5. Aplicar o teorema de Bézout para os inteiros a = 41 e b = 12.
Solucao:

Fazendo as divisoes temos que:
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41 =123 +5=5=41-123
12=52+2=2=125.2

5=224+1=1=522
Substituindo as equagoes (7) em (6) temos que:
522=1=52.(12-52)=1.
Logo,
5.5+ 12.(=2) = 1.
Novamente substituindo a equacdo (5) na equagao acima, temos que:
5.(41-12.3) + 12.(-2) = 1.
Portanto,

41.(5) + 12.(—17) = 1.
Entaom=5en=—17.

O resultado anterior é muito utilizado em resolucao de problemas, pois dele
surge a demostracao de Equacoes Diofantinas Lineares, cujo ¢ uma aplicacao muito

importante de aritmética, e serd apresentada ao final deste capitulo.

3.2 Numeros Primos

Os nimeros primos possuem um papel fundamental na matematica e facilitam
o entendimento e resolucao de iniimeros problemas que vem sendo resolvidos ao longo
de varias geracoes matematicas. Esses ntimeros sao os proprios atomos da aritmética.
Sao os numeros indivisiveis que nao podem ser representados pela multiplicacao de dois
nimeros menores. A importancia matematica dos primos se deve a sua capacidade de
gerar todos os demais nameros (SAUTQY. 2007).

Apresentaremos na sequéncia, defini¢oes e teoremas relevantes para a com-
preensao deste conceito, pois no capitulo de aplicagoes utilizaremos estes conceitos

para determinar alguns critérios de divisibilidade.
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Defini¢ao 4. Um niimero natural maior que 1 que s6 possui como divisores positivos

1 e ele mesmo é chamado de niimero primo.

Sejam a, p e ¢ numeros inteiros, p e ¢ primos e ¢ nao nulo, da definicao acima
decorre que:

(i) Se plq , entao p = ¢;

(i7) Se pfa, entdo mdc(p,a) = 1.

Exemplo 6. Seja p = 3 e ¢ primo, se p|q temos que ¢ = 3. Por outro lado sendo p = 3
e a =5 temos que 315, logo mde(3,5) = 1.

Defini¢dao 5. Diz-se que dois niimeros a e b sao primos entre si se mdc(a,b) = 1. Um

nimero maior que 1 e que nao é primo sera dito nimero composto.

Proposicao 4. Sejan a,b,p €Z, com p primo. Se p|ab, entdao pla ou p|b

Demonstragao.
Basta provar que, se plab e p 1 a,entdo p|b. Mas, se pfa, temos que mdc(p, a) =

1, entao o resultado segue de forma direta.
O

Corolario 1. Se p,py, -+ , P, SA0 NUMEros primos e p|p; - - - p,, entdo p = p; para algum

i=1,---,n. ( A demonstracao deste resultado é feita por indugao sobre n)

Teorema 5. (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo numero natural n
maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico( a menos da ordem dos

fatores) como um produto de ntimeros primos.

Demonstragao.

Se n = 2, o resultado é claramente verificado, pois 2 =1- 2.

Suponhamos que o resultado seja valido para todo ntimero menor do que n.
Vamos provar que pra n também vale.

Se o ntimero é primo, nada temos a demonstrar.

Suponhamos entao que n seja composto, assim existem ntimeros naturais n;
e ng tais que:

n=n;.ng,coml<n <nel<ny <n.
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Por hipotese de inducao, temos que existem niimeros primos pq, ..., Pr € q1, ..., s
tais que:

Ny =p1-Pr€N2=4q1" (s

Portanto:
n=pipeqicgs.

Para mostrar a unicidade suponha que n = p;---p, = q1---¢qs, com p; € q;
primos,onde t =1,--- ;rej=1,--- s

Como p1|g1 - - - ¢s, pelo corolario anterior, temos que p; = ¢; para algum i e j.

Apos reordenamento de gy, - - - , ¢, podemos supor que seja q.

Portanto ps---p, = qo---qs. Como ps---p,. < n.

Pela hipotese de indugao chegamos que r = s e os p; e 0s g; sao iguais aos

pares.
U

Segundo Hefez (2013), outro fato importante , bem explorado e fixado por
Euclides em “Os Elementos ( Livro IX)” é a questao da infinidade dos niimeros primos

e sua distribuicao, que seguem no teorema seguinte.

Teorema 6. Existem infinitos ntimeros primos.

Demonstragao.
Supondo, por absurdo, que exista um namero finito de ntimeros primos py - - - , p,,considere
o ndmero natural :

n:p2"'pr+1

Pelo teorema fundamental da aritmética temos que o nimero n possui um
fator primo p que , portanto deve ser um dos pq, - -+, p, , e, consequentemente, divide

o produto pips - - - p,. Mas isto implica que p divide 1, o que é absurdo.
O

Lema 2. Se um ntumero natural n > 1, nao é divisivel por nenhum primo p tal que

p? < n, entdo ele é primo.

Demonstragao.
Suponhamos , por absurdo, que n nao seja divisivel por nenhum nimero primo

p tal que p?> < n e que nao seja primo.
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Seja ¢ o menor numero que divide n; entao, n = gny, com ¢ < ny
Segue dai que: ¢® < gny = n.

Logo n ¢ divisivel por um ntimero primo q tal que ¢? < n, absudo.
Exemplo 7. Verifque se o niimero 353 é primo ou composto.
Solugao:

De acordo com o resultado anterior se verificarmos que 353 nao é divisivel
pelos primos: 2, 3,5, 7, 11, 13 e 17 terminaremos o processo, visto que 192> 353 .
Caso contrario sera composto. Pelo Algoritimo de Euclides temos que:

353 =2-176 +1
353 =3-117+2
353=5-70+3
353 =7-50+3
353 =11-32+1
353 =13-27+2

353 =17-20+ 13
Logo 353 é primo.

Proposigao 5. Dois niimeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem
nimeros inteiros m e n tais que ma + nb = 1.

Demonstragao.

(=) Sejam a e b dois inteiros primos entre si, ou seja, mdc(a,b) = 1.
Pelo Teorema de Bézout, existem m, n, nimeros inteiros, tais que ma+nb = 1.

(«<=) Seja d = mdc(a,b), entdo d|a e d|b, implica que d|(ma + nb), ou seja,
d|1.

Portanto, d = 1.

3.2.1 Crivo de Eratostenes

Eratostenes foi um matemaético grego que viveu entre os anos 276 a.C. até
194 a.C e estudou em Alexandria. Antes de se chegar a uma conclusao da finidade
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ou nao de ndmeros primos, Eratéstenes desenvolveu um método para descobri-los ,
percebendo assim que sdo infinitos (BARBOSA. 2013). Isto ndo com uma férmula,
mas através de uma tabela de nimeros naturais que consiste em eliminar ndmeros
multiplos de outros, em um conjunto limitado, restando assim, apenas os nimeros
primos. Na teoria o Crivo pode ser feito para qualquer quantidade de nimeros. Porém,
este é invidvel para testes de primalidade de grandes niameros (centenas de digitos).
Isto ocorre devido ao fato de que a complexidade de tempo cresce exponencialmente
com o ntimero de digitos, ou seja, quanto maior for o n, mais dificil de aplicar o Crivo
de Eratostenes.

O processo para uso do Crivo ¢ feito da seguinte forma:

Escreve-se numa tabela os ntmeros de 1 até n;

Remove o nimero 1 pela definicao de primos;

Elimina-se os miltiplos dos primos como 2,3,5,...;

e Termina quando os multiplos do maior primo e menor ou igual a \/n , tenham

sido descobertos.

Para melhor exemplificar o processo exposto, observe na figura abaixo os nimeros de
1 a 100, dos quais sao eliminados todos os nao primos. Neste caso, marcam-se 0s
multiplos de 2, 3,5 e 7, pois 112 > 100.
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Figura 2: Crivo de Eratostenes
Fonte:http://pt.static.z-dn.net /files/de5/36£e39f24154150cfd71be25375c4e3a.jpg

Desse modo, os nimeros primos entre 1 e 100 sao:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89 e 97.

3.2.2 Pequeno Teorema de Fermat

Pierre de Fermat foi considerado o "Principe dos Amadores". Fermat nunca
teve formalmente a matematica como a principal atividade de sua vida. Estudou
direito em Toulouse, onde serviu no parlamento local, primeiro como advogado, mais
tarde como conselheiro. Dedicava a Matematica apenas as suas horas de lazer e, mesmo
assim, foi considerado um dos maiores matemaéticos de seu tempo (BOYER. 2003).
Por isso um de seus resultados que ir&4 nos auxiliar em se tratando de congruéncias
modulares é “O Pequeno Teorema de Fermat”, que além de facilitar muito a resolucao
de algumas situacoes-problema, ¢ considerado a base para a criacao dos Testes de
Primalidade modernos, sendo que a maioria destes testes foi uma modificacdo ou uma
generalizacao do Teste de Fermat — que tem como base o Pequeno Teorema de Fermat,

provado no préximo resultado.

Teorema 7. ( Pequeno Teorema de Fermat): Dado um nimero primo p, tem-se

que p divide o nimero a? — a, para todo a€ Z.
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Demonstragao.

Se p = 2, o resultado ¢ imediato, visto que o resultado a? — a = a(a — 1) que
é par.

Suponhamos p impar. Neste caso basta mostrar o resultado para a> 0.Vamos
provar por indugao sobre a. O resultado vale para a = 0, pois p|0.

Supondo o resultado valido para a, mostraremos que também vale para a+ 1.
Pelo Bin6émio de Newton, temos:

(a+1P—(a+1)=a”—a+ {)a" "+ +(7)a
Por hipotese de inducao, o segundo membro da igualdade acima é divisivel

por p, ou seja, temos que o resultado é verdadeiro para todo p primo e a€ R.
O

Corolario 2. Se p é um nimero primo e se a ¢ um nimero natural nao divisivel por p,

entdo p divide a?~ — 1.

Demonstragao.
Como pelo Pequeno Teorema de Fermat, p| a(a?~' — 1) e como mdc(a, p) = 1,

segue imediatamente que p divide a?~! — 1.
O

Esse resultado ¢ considerado também como parte do teorema, visto ser um
caso particular do mesmo.

Na histéria da humanidade o Pequeno Teorema de Fermat se destaca, pois ha
varias aplicacoes para o desenvolvimento dos critérios de divisibilidade, potenciacao
de congruéncias e principalmente na parte de criptografia avancada, a qual nao sera

abordada nesta dissertacao, tendo em vista o publico alvo ser o ensino fundamental.

3.3 Equacoes Diofantinas Lineares

As Equagoes Diofantinas Lineares(EDL) sdo aplica¢oes muito importantes do
conceito de divisibilidade, porém nao é explorada no ensino fundamental II. Vejamos
o seguinte problema: “Uma corporacao militar adquiriu automoéveis e motocicletas.
Considerando que a soma dos 2 pneus de cada moto e dos 4 pneus de cada automovel

¢ igual a 152 pneus, determine as quantidades possiveis de carros e motos?”
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Esse tipo de problema é comum de se aparecer em livros didaticos das séries fi-
nais do ensino fundamental como: “A conquista da Matemética- 8 Ano” de Benedicto
Castrucci/José Ruy Giovanni/José Ruy Giovanni Jr; “Matematica e Diferenga-8° ano
” de Ayrton Olivares/ José Roberto Bonjorno/ Regina Azenha/ Tania Gusmao, entre
outros varios livros. Na maioria das vezes fica definida para o aluno apenas como uma
equagao de primeiro grau com duas incognitas. Sua resolucao geralmente é apresen-
tada de tal forma que o aluno leve a dependéncia de uma dessas incognitas a partir de
um valor dado a outra. No entanto o verdadeiro teor do problema é deixado a mercé.
Vejamos como é apresentado o processo de resolucao por varios livros didéticos:

Como se tratam de veiculos, entao os valores de x e y devem necessariamente
ser positivos maiores ou iguais a 1 .

Tomando:

r= numero de motos compradas;

y= nimero de carros.

Teremos uma equagao do tipo: 2z + 4y = 152.

Subtraindo 4y a ambos os membros da igualdade teremos:

20 = 152 — 4y.

Dividindo por 2 ambos reduziremos a equacao semelhante:
x=76—2y

Através de tabelas podemos atribuir valores para y , determinado assim va-

lores de . Note que:

| 2=T76-2y [ x|
r=76—-2-11[T74
r=76—-2-2 |72
r=76—-2-3 |70
r=76—2-4 | 68

NGV N I N

T =T6-2-37] 2

Tabela 1: EDL

Ao analisarmos o processo feito percebemos que podem haver varios valores
pra ambas as incognitas. Isto deve ser bem definido para o aluno, ou seja, o fato
de a solucao nao ser unica, visto que na medida que um foi aumentando o outro foi

diminuindo, mas o valor final de rodas continuou o mesmo.
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Na verdade esse tipo de problema pode ser resolvido por meio de EDL e sem
problema algum pode ser trabalhado nas séries finais do ensino fundamental TI, pois
exige apenas conhecimentos de conceitos ja estabelecidos logo nos 6° e 7° anos .

Uma Equacao Diofantina Linear é uma equacgao polinomial que permite a duas
ou mais variaveis assumirem apenas valores inteiros. A designagao equacao diofantina,
¢ uma singela homenagem dos matematicos a Diofante de Alexandria - grego do século
III d.c. Muito pouco se sabe sobre a vida do mateméatico Diofante, que deve ter vivido
apenas 84 anos, segundo interpretagoes dos livros de Historia da Matematica.

Resolver uma EDL significa achar todas as solucoes inteiras dessa equagcao.
O processo para essa resolucao ¢ uma ferramenta ja bem conhecida pelos alunos,
porém nao tao detalhada como se deveria. Este processo é demonstrado nos préximos

resultados:

Defini¢ao 6. Denomina-se Equacao Diofantina Linear, toda equacao da forma ax+by =
¢, onde a,bec € Zexeyincognitas a serem determinadas em Z.
Existem algumas perguntas feitas em uma andlise acerca de uma equagao

Diofantina :

Existe alguma solucao?

Existe alguma solucao além daquelas achadas facilmente por inspecao?

Existe uma quantidade finita ou infinita de solugoes?

Todas as solucdes podem ser achadas em teoria? E possivel computar todas as

solucoes?

Estes problemas tradicionais comumente ficaram por séculos sem solucao até alguns
matematicos comegarem a entender sua profundidade (em alguns casos), ao invés de
trata-los como quebra-cabecas. A resposta destes questionamentos podem ser respon-

didas pelas proposicoes abaixo.

Proposigao 6. Uma equagao diofantina ax+by = c admite infinitas solucoes nos inteiros

se, e somente se, mde(a,b) divide c.

Demonstragao.
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(=)Seja ax + by = ¢, onde a,b e ¢ sdo inteiros e que possua uma solugao

inteira, ou seja, existem xy e Yo inteiros tais que:

axg + byg = c. (8)

Suponha que d = mdc(a,b), assim existem m e n inteiros tais que:

a=dm e b= dn, pois d|a e d|b.

Substituindo na equagdo (8) temos:

¢ = axg + byy = dmzo + dnyoc = d.(mzo + nyp). (9)

Como mzg + ny € inteiro, da equacao (9), obtemos:

dq = axoq + byoq.

(«<=)Como ¢ = dq, substituindo:
¢ = a(woq) + b(yoq)-

Se chamarmos de zyq e yoq de = e y respectivamente, temos ¢ = ax + by.

Portanto se d|c existem x e y que serdo solugdes da equagdo diofantina linear.
O

Exemplo 8. Resolver a equagao diofantina linear 3z 4 6y = 18.
Solugao:
Por se tratar de uma equagao que apresenta ntimeros pequenos podemos obter

o resultado por tentativa e erro. Desse modo, temos que:
3-(4)+6-(1) =18
3-(—6)+6-(6)=18
3-(10) +6-(—2) =18.

Logo, os pares de inteiros: 4 e 1, —6 e 6, 10 e —2, sao solucoes da equacao
dada.
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Exemplo 9. E possivel se criar galinhas e coelhos, tal que a soma de seus pés seja 957
Modelando o problema dado podemos representa-lo pela EDL: 2z + 4y = 95.
No entanto temos que mdc(2,4) 1 95.
Logo nao ha solucao inteira para equacao formada. Portanto a situacao do

problema é impossivel.

Proposicdo 7. Seja xg, Yo uma solugao da equagao ax + by = ¢, onde mdc(a,b) = 1.
Entao, as solugoes z, y em Z da equacao sao :

$:1’0+bt
;1€ 2.

Y =1y, —at

Demonstragao.
Seja z,y uma solucao de ax + by = ¢. Assim:

axy + byg =ax + by = c.

Consequentemente:

a(x — x) = b(yo — v).

Como mdc(a,b) = 1, segue que b | (z — xo).

Logo: x —xy = bt, te 7.

Substituindo a expressdo de (x — zy) acima na equagao(10), segue-se que:

Yo — Yy = at.

Por outro lado verifica-se que x = xg + bt e y = yo — at, é solucao, pois:
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ax + by = a(we + bt) + b(yo — at) = axg + by = ¢

Observacio. Para mdc(a,b) = d # 1 temos que todas as solugoes serao:

b
CBZZL’U—Fat
) 4 tel.
y_yo_at

Exemplo 10. Determinar todas as solucoes da equagao diofantina linear :172x + 20y =
1000.
Solugao:

Determinamos inicialmente o mdc(172,20) pelo algoritmo de Euclides, visto

o processo de inspecdo se torna exaustivo. Assim segue que:
172 =20-8412=12=172-20-8
20=12-14+8=8=20—-12-1
12=8-14+4=4=12-8-1
8=4-2+0

Portanto, o mdc(172,20) = 4 e como 4]/1000, segue-se que a equagao dada

tem solucgao.
Agora devemos obter a expressao do inteiro 4 como combinagao linear de 172
e 20. Substituindo os restos na equacao de tras pra frente a partir do mde(172,20)

teremos:

4=12-8-1
4=12-(20-12-1)-1
4=12-20-1+12-1
4=2.12-20-1
4=2-(172-20-8) —20-1
4=172-2-20-16—20-1
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4=172-2-20-16 -20-1=4=172-2 - 20-17.

Logo temos a equacao:

4=172-2420(=17).

Como queremos uma solucao para combinacao que resulta 1000, multiplica-

mos ambos os membros desta igualdade por 1000/4 = 250 e obtemos:

1000 = 172 - 500 + 20(—4250).

Portanto, o par de inteiros xy = 500, yg = —4250 é uma solucao particular da

equacao proposta, e todas as outras solucoes sao dadas pelas formulas:

=500 + (2)t = x = 500 + 5t
y = —4250 — (12)t = y = —4250 — 43¢

onde ¢ é arbitrario.

Exemplo 11. Dispondo de R$ 100,00 quais sdo as combinacoes possiveis que podemos
fazer ao se comprar selos de R$ 5,00 e selos de R$ 7,00.
Solucao:

Inicialmente modelando o problema, chamemos de x os selos de R$ 5,00 e de
y os selos de R$ 7,00.

A EDL formada sera:
S5x + Ty = 100.

Como mde(5,7) =1 e 1] 100, temos que o problema tem solugao.
Uma solucao particular para o problema é xo = 13 e yo = 5.

A solucao geral é dada por:
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=134+ Tt
,t €.

y=>5—0>5t
A tnica restricao que temos é que x e y devem ser ntimeros naturais, pois se

tratam de valores. Desse modo temos:

13+7>20ed—-5t20=1t>—-1et <1

Assim segue que t poderd assumir valores, tais que: —1 <t < 1.
Substituindo os valores possiveis de ¢ na solucao geral, determinaremos o

resultado do problema. Logo as possiveis combinagoes de selos sao:

e 6 selos de R$ 5,00 e 10 selos de R$ 7,00;
e 13 selos de R$ 5,00 e 5 selos de R$ 7,00;

e 20 selos de R$ 5,00 e nenhum selo de R$ 7,00.

Exemplo 12. (Questdo 3-AVF 2014) A secretaria de educacdo de um certo municipio
dispoe de 5000 reais para gastar na compra de livros: o livro Tipo A, que custa 26
reais a unidade, e o livro Tipo B, que custa 24 reais a unidade. Encontre todas
as possibilidades para a compra desses dois tipos de livros, gastando todo o valor
disponivel.

Solugao:

Indicando por z a quantidade de livros do tipoA e por y a quantidade de livros do
tipo B, temos que: 26x + 24y = 5000.
Dividindo ambos os membros da equagdo por 2 = mdc(26,24), obtemos a

equacao equivalente:
13x + 12y = 2500.

Vamos, em seguida, achar uma solucao particular x, yy dessa equacao. Note

que:
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13-(1)+12-(—1) =1,
e dai obtemos:
13- (2500) + 12 - (—2500) = 2500.
Como procuramos solugoes naturais, é conveniente escrevermos:
13- (12-208 +4) + 12 - (—2500) = 2500.
Dai :
13- (4) + 12 (13 - 208—2500) = 2500
obtendo:
13- (4) + 12 - (204) = 2500 .

Logo z¢g = 4 e yp = 204 é solucao natural particular da equacao e, consequen-

temente, as solugoes sao:
r=44+12tey=204—13t;t € Z

Como procuramos por solucoes naturais devemos ter 0 < ¢ < 15, portanto
sa016 possibilidades.

Exemplo 13. (Profmat-AV1 2014- Questao 5)Determine duas fragdes positivas que

tenham 17 e 23 como denominadores e cuja soma seja igual a % .

Solucao:

o Indicando as duas fracoes por T‘% e % , onde a,b € N, temos que:
a b 234
7723~ 391 -

Reduzindo ao mesmo denominador obtemos a equacao diofantina: 23a+417b =
234.

Para determinarmos os valores de a e b, resolveremos a equacao diofantina.

Aplicando o algoritmo de Euclides e usando que omdc(23,17) = 1, temos que:
23 (3)+ 17 (—4) = 1.
Multiplicando a equacgao por 234 teremos:

23 . (702) + 17 - (—936) = 234.
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Para achar a solucao minimal devemos encontrar respectivamente os restos
das divisoes de 702 por 17 e -936 por 23. Aplicando novamente o Algoritmo de Euclides

a esses nimeros teremos:
23-(17-4145)+17-(—936 + 23-41) = 234 =
23-(5) +17-(7) = 234.
Logo, a =5 e b= 7T ¢é a solucao minimal da equagao.

Escrevendo a solugao geral, onde t € Z, (a = 5417t e b = 7—23t), concluimos

que a =5 e b =T formam a tnica solugao, em N, da equacgao 23a + 17b = 234.

Portanto, as duas fracdes positivas sao: T57 e 773 .
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Capitulo 4

Congruéncia Modular

A Congruéncia Modular ¢ uma ferramenta que pode auxiliar muito no de-
senvolvimento do pensamento aritmético e algébrico de nossos alunos. E um tema
gerador de excelentes oportunidades de contextualizacao, pois apresenta a realiza-
cao de operagoes aritméticas de uma forma diferente da utilizada normalmente pelos
alunos (BARBOSA. 2013).

Desenvolvendo uma pesquisa sobre o tema percebe-se que é um assunto bas-
tante abordado por mestrandos do PROFMAT. Para Esquinca (2013), ela colabora
com a solucao de algum problemas da atualidade, agilizando o processo de resolucao
destes no ensino béasico. Por outro lado Souza (2015), salienta que é um forte ali-
ado na preparacao de alunos para as Olimpiadas Brasileira de Matematica das Escola
Publicas (OBMEP).

Assim por ser um tema bastante atual e que pode ser trabalhado ja nas classes
do Ensino Fundamental, formalizaremos os principais conceitos de congruéncia e suas
propriedade para que possamos no capitulo seguinte, mostrar processos de aplicacoes

em situacgoes cotidianas, através de atividades didéaticas desafiadoras.
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4.1 Congruéncia médulo m

O conceito de congruéncia aparece da relagao entre dois nimeros que, divi-
didos por um terceiro - chamado moédulo de congruéncia - deixam o mesmo resto.
Por exemplo, o nimero 9 ¢ congruente ao ntimero 2, modulo7, pois ambos deixam
resto 2, ao serem divididos por 7. Representamos essa congruéncia do exemplo por

9 = 2mod(7). Essa relagdo tem um comportamento semelhante a igualdade.

Definigao 7. Dados m,a,b € Z . Diremos que a e b sao congruentes moédulo m, quando
o resto das divisoes FEuclidianas de a e b por m forem os mesmos. Denotaremos que a

é congruente a b modulo m da seguinte forma: a = b mod(m).

Proposigiao 8. Considere a, b € Z. Temos a = bmod(m) se, e somente se, m|b—a.

Demonstragio.
(=) Suponhamos que a = bmod(m).
Pela definicao 7 temos que: a = gm+reb =g +r,com 0 < r < m e
g, € Z.

Segue entao que::
b—a = (q1—q)m= m|(b—a).

(«<=) Suponhamos que m|(b—a).
Logo existe ¢ € Z tal que b—a = mq.
Dai:
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b=a+mgq.(x)

Sejam r e ¢ o resto e o quociente da divisao euclidiana de b por m, isto é:

b=mq +r,com0<r<m

Das equagoes (11) e (12) temos que: a+mq = mq, +r, logo, a = m(q—q) +7,
com 0 <r < m.

Portanto r» também ¢é o resto da divisao euclidiana de a por m.

O

Para exemplificar podemos afirmar que 5 = —6 mod(11), pois deixam o mesmo

resto na divisao por 11, ou seja 11 | 5 — (—6),0 que implica que: 11 | 11.

Observacio. x = 1-x+0 para todo x € Z, ou seja, todo nimero inteiro quando dividido
por 1 deixa resto zero. Portanto para nosso trabalho admitirenos apenas a congruéncia

modulo m , para valores de m maiores que 1, pois o caso m = 1 é trivial.

4.2 Propriedades da Congruéncia Modular

As proposicoes apresentadas abaixo mostram que a relacdo de congruéncia
modulo m possui algumas propriedades relevantes tornando-a uma relacao de equi-
valéncia em 7Z e ainda mostrando que a a congruéncia é compativel a adicao e a

multiplicacao.

39

(11)

(12)



Nas propriedades, nao se utiliza o caso m = 1, pois se usassemos congruéncia
modulo 1, obteriamos a = bmod(1)que é o mesmo que 1|a—b, o que é sempre verdade

para quaisquer a e b. Por isso excluimos essa possibilidade.

Proposicao 9. Dados m,a,b € N tais que m > 1. Sao verdadeiras as sentencas:

i)a = amod(m);
it) Se a = bmod(m), entdo b = amod(m);

i1i) Se a = bmod(m)e b = c¢mod(m), entao a = cmod(m);

Demonstragao.
i) Como m|0, entdo m|a—a, o que nos diz que a = amod(m);
i1) Se a = bmod(m), temos que m|a—b, logo a—b = mk

Multiplicando essa tltima igualdade toda por (—1), temos que —(a—b) = —mk

Assim b-a = m(—k), logo b = amod(m);

i1i) Se a = bmod(m) e b = c¢mod(m), entao existem inteiros k e k’ tais que:
a-b=mkeb-c=mk’.

Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos:

(a=b) + (b—c) = mk +mk’ = a—~c=m(k + k).

Logo:

m|(a—c)= a = bmod(m).
O

Para melhor exemplificar as propriedades de reflexao, simetria e transitividade

observe os exemplos seguintes:
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e 3=3mod(2)=2]|(3—-3)=2]|0;
e 5=Tmod(2) e T=5mod(2) 2| (5—T)e2|(T—2)2|-2e2]|2;

e 15 = 3mod(4) e 3 = Tmod(4)= 15 = Tmod(4) < 4 | (15 —3) e d | (3 -1
—4[12e4| 4.

4.2.1 Propriedades Operatorias

i)Se a = bmod(m) e ¢ = dmod(m), entdo a + ¢ = b+ dmod(m);
i1) Se a = bmod(m) e ¢ = dmod(m), entdo ac = bdmod(m);

(

(

(17i) Se a = bmod(m), entdo a + ¢ = b+ cmod(m);

(iv) Se a = bmod(m), entdo an = bnmod(m), para todo n.
(

iv)Se a = bmod(m) e n|m, entdao a = bmod(n).

Demonstragao.
(1) Se a = bmod(m) e ¢ = dmod(m), entao existem inteiros k e k’ tais que:
a—b=mkec-d=mk’.
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos:

(a-b) + (c-d) =mk +mk’ = (a+c¢)-(b+d) =m(k+ k).

Logo resulta que:

ml|[(a+ ¢)—=(b+d)] = a+ c = b+ d(modm).

(77) A demonstragao ¢ aniloga ao item ().
(17i) Se a = bmod(m), temos que a—b = mk. Somando e subtraindo ¢ no
primeiro membro da igualdade, temos:

a-b+cc=mk= (a+c)-(b+c) = mk.
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Assim temos que: a + ¢ = b+ cmod(m).
(1v) Se a = bmod(m), entao, m|a—b.
Sabemos que:
an-bn = (a—b)(an —1+an —2b+---+abn —2+bn — 1).
Como m|a—b, entdo m|an—bn. Assim an = bnmod(m).
(v)Se a = bmod(m), entao m|a—b.
Como n|m=- n|a—-b.
Logo a = bmod(n)
O
Das propriedades operatorias demosntradas seguem respectivamente alguns

exemplos numeéricos de aplicacao das mesmas:

e Temos que: 7=2mod(5) e 6 = 1mod(5), pois 5| (7T—2) e 5| (6 —1).
Multiplicando ambas congruéncias membro a membro, segue que:
42 = 2mod(10) < 5 | 40.

e Se 8 = —1mod(3),pois 3 | (8 + 1), somando 5 a ambos os lados da congruéncia

teremos que:

13 =4mod(3), pois 3| (13 —4) = 3| 09.

o Note que: 7 = —3mod(10) < 10 | 10.Multiplicando por 3 os dois lados da

congruéncia teremos:

21 = —9mod(10), pois 10 | (21 4 9).

Entretanto a reciproca ndo é verdadeira , pois 54 = 30 mod(8), mas 9#£5 mod(8).

e Sabemos que: 21 = —9mod(10), pois 10 | 30, e ainda, 5 | 10.
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Logo,
21 = —9mod(5) < 5 | 30.

Ainda levando em considera¢ao as propriedades apresentadas nos itens (i) e

(77) das propriedades operatorias deriva o resultado abaixo.

Corolario 3. Para todo n€ N, a e be Z, se a = bmod(m), entdo tem-se que a" =

b" mod(m).

Outro fato que também é importante e ja foi demostrado anteriormente é o
caso do Pequeno Teorema de Fermat que pode ser expressado claramente em termos
de congruéncia e fica ainda dividido em dois casos especificos:

(1)Se p é um nimero primo e a€ Z e p| a entdo:

a? = amod(p)

(2)Se pt a, entao:

a’~! = 1mod(p)

Decorrente do Pequeno Teorema de Fermat com p primo e a, b€ Z temos
ainda trés importantes resultados que irao nos auxiliar nas aplicacoes de congruéncias
tratadas no préximo capitulo:

(i) (a+b)? = a? + P mod(p)

(1) (a — b)P = a? — b” mod(p)

(iti) a? = WP mod(p?)

Demonstragao.

(i) (a+ 0P = a+b = a’ + WP mod(p)
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(i) a? = (a—b+ b = (a—b)? + b mod(p) .

Subtraindo b’ em ambos os lados da congruéncia segue que:

a’~ b = (a — b)P mod(p) < (a — b)? = a? — b’ mod(p)

(7i1) Do item (i7) sabemos que:

(a —b)P = aP — b" mod(p)

Por hipotese, temos que p divide ap — bp e da congruéncia acima segue que:
pl(a—bp.

Logo p | a — b =-a = bmod(p) =a’ = b'mod(p) para todo i€ N.

Dai tem-se que:

aP~t 4+ baP 2 4 -+ WP 2a 4+ P = pbPt = 0mod(p).

Logo o resultado decorre, pois :

a? — b = (a—Db)(a? ' + baP™2 4 -+ + P 2a 4 b}

e ambos os fatores do lado direito sao divisiveis por p.

4.3 Aritmética dos Restos

As propriedades das congruéncias podem facilitar muito o calculo do resto de
uma divisao de dois ntmeros inteiros. Deteminar o resto da divisao de 25 por 11 é
muito simples. Imagine descobrir o resto da divisao de 25 por 11 por exemplo?

Se nao tivermos o conhecimento das propriedades acima citadas se torna uma

tarefa exaustiva. Porém nao o é, tendo estas ferramentas a mao.
Exemplo 14. Deteminar o resto da divisao de 25%° por 11.
Solugao:

Como 11 é primo e 111 25, temos pelo Teorema de Fermat que:
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251 = 25mod(11)=25'"" = 3mod(11).

Pelo Colorario 3 temos:

25% = 4mod(11).

Da propriedade (iv) segue que:
25% = 100 mod(11)=25% = 1mod(11).

Portanto o resto da divisdo é 1.

Exemplo 15. Prove que 27 + 37 ¢ divisivel por 13.

Solucao:
Notemos que, mdc(2,13) = 1, entao pelo teorema de Fermat:

212 = 1mod(13).
Pelo Colorario 3 segue que:
260 = 1mod(13).
Temos também que:
2% = 3mod(13).

Assim,

26094 2192 = 1.3.3.4mod(13),

logo,

270 = 10mod(13) (13)

Por outro lado ainda pelo teorema de Fermat:
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312 = 1mod(13) e 31 = 243 = 1 mod(13).

Assim:3% = 1mod(13).

Temos também que:
3% = 1mod(13)=3° = 1 mod(13).
Logo,

360.39.3 = 1.1.3mod(13),

logo,

3" = 3mod(13).

Agora somando as equacoes (13) e (14) e usando as propriedade operatorias,

concluimos que:

270437 = 0mod(13).

Portanto 270+37 & divisivel por 13.
Determine o resto da divisao de 5% + 785 4+ 118° 4 25%° por 8.
Solucao:

Observe que:

= —3mod(8)=5% = (—3)* mod(8)
7% = —1mod(8)=T% = (—1)% mod(8)
11 = 3mod(8) =11% = 3% mod(8)

25 = 1mod(8) =25% = 1% mod(8)
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Somando menbro a menbro as quatro congruéncias:

585 4 785 + 1185 4 2585=(—3)% + (—1)% + 3% + 155 mod(8).
Assim,

585 4 785 + 1185 4 2585= 0 mod(8).

Portanto o resto da divisdo é zero.

Exemplo 16. (Profmat-AV2 2014-Questao 1) Determine o resto da divisao do nimero
22225555 1 55552222 por 7.

Solucao:

(1)Sendo: 2222 =7- 317+ 3 = 3mod(7), temos:

22225555 = 35555 104(7).

Anélogamente: 5555 = 7793 + 4 = 4mod(7), donde:

55552222 = 42222 mod(7).

Obtemos assim:

22225555 + 55552222 = 35555 + 42222 mod(?)

(2)Como mdc(3,7) = mdc(4,7) = 1, usando o Pequeno Teorema de Fermat

segue que:

3% = 1mod7 e 45 = 1 mod(7).

Escrevendo:

5555 =6-925 + 5 e 2222 = 6 - 370 4 2, teremos:

35555 + 42222 — 36-925 . 35 + 46-370 . 42 = 35 + 42 modT.
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Assim:

29225555 4 F5552222 = 35555 4 42222 = 35 4 42 = 5 4 2 = 0 mod(7).

Portanto, o resto da divisdo de 2222°5% + 55552222 por 7 é zero.

Exemplo 17. (Profmat- AV2 2011-Questdo 2) Ache o resto da divisao por 17 do niimero

Solugao:

Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que:

1, se 17 nao divide a

0, se 17 divide a

mod(17)

S
Il

Como 85 = 17 -5, temos que de 1 a 85 ha 5 maltiplos de 17 ¢ 85—5 = 80 nao
multiplos de 17 (i.e., primos com 17).

Logo:

S =801 =12mod(17).

Portanto, o resto da divisao de .S por 17 é 12.

Exemplo 18. (Profmat-AV2 2012- Questao 2 (b)) Determine o resto da divisao por 7
do niimero 17 + 27 + 37 + - - - 4+ 1007.

Solucao:

Usando o Pequeno Teorema de Fermat, vemos que:

a’” = amod(7); a=1,2,3,4,5,6.

Além disso, se n = Tk 4 a, entao:

n’ = (Tk+a)" =a” = amod(7); a = 1,2,3,4,5,6.
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Desta forma:

17427437+ +100" = (142+3+445+6+0)+---+(1+2+3+4+
546+0)+1+2="150.1443=2114+3 = 3mod(7).

Portanto, o resto da divisao de 17 + 27 + 37 + - .- 4+ 1007 por 7 é 3.
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Capitulo 5

Divisibilidade /Congruéncia-Outras Apli-
cacoes

Conceitos como divisibilidade e congruéncia sao assuntos muito presentes no
nosso dia-a-dia, porém divisibilidade se trabalha de maneira a memorizar conceitos e
congruéncia nao esta presente nos curriculos do fundamental II. No entanto, a pro-
posta aqui apresentada visa mostrar algumas aplicacoes de forma interessante, estab-
elecendo relacoes entre divisibilidade /congruéncias e cotidiano, visto que por definigao
uma congruéncia é simplesmente a relacao entre dois nimeros que, divididos por um
terceiro, chamado moédulo, deixam o mesmo resto.

Apresentaremos neste capitulo algumas aplicacoes de divisibilidade e con-
gruéncia modular além das ja apresentadas em alguns dos capitulos anteriores. Den-
tre elas os Critérios classicos de divisibilidade por 2, 3 e 11; Digitos de verificagao em
codigos como: o de barras, International Standard Book Number (ISBN), o Cadastro
de Pessoas Fisicas(CPF) e alguns problemas com Calendarios.

Procuramos apresentar ao professor uma metodologia contextualizada e sim-

ples ao se abordar problemas que podem ser trabalhados com alunos do ensino fun-
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damental II.

5.1 Critérios Classicos de divisibilidade

2,

Os “critérios de divisibilidade” é um contetido que faz parte do curriculo es-
colar do ensino fundamentaldo. Entretanto sao apresentados como um conjunto de
regras a serem memorizadas e aplicadas de maneira direta. Estas regras sao muito
uteis na resolucao de problemas. Mas de que maneira esses conceitos sao transmitidos
para os alunos? Serd que os alunos foram instigados a elaborar esses conceitos? A
atual metodologia prioriza o resultado imediato e deixa a desejar o desenvolvimento
do pensamento analitico no aluno (SANT’ANNA. 2013).

Na realidade, grande parte dos professores antecipam conceitos, perdendo a
ordem dos fatos e consequentemente argumentacoes para justifica-los perante as aluno.
Isto muitas vezes gera, desconfianca e falta de estimulo.

Nosso objetivo nesta parte é apresentar alguns critérios de divisibilidade, for-
mulados através de procedimentos de congruéncia modular, de tal forma a levar os
alunos das séries finais do ensino fundamental a uma compreensao logico dedutiva dos
resultados e gerar especulagoes sobre outros critérios nao apresentados.

Para estabelecer um critério de divisibilidade por m, a idéia é descobrir
uma expressao mais simples em termos dos digitos a,,a,_1,a,_2, - ,a1,a9 a qual
o polinémio é congruo moédulo m, e depois usar o fato de que se a e b sdo congruentes
modulo m, o resto das divisdes de a e b por m sao os mesmos. Iniciaremos o critério

com um exemplo ntimérico para depois escrevé-lo de forma generalizada.
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5.2.1 Divisibilidade por 2

Utilizaremos neste e nos demais exemplos sobre critérios de divisibilidade
a forma estendida da base 10 de um ntimero e através de congruéncias modulo m,

desenvolveremos todo o processo.

Exemplo 19. Verifique se 1987 e 25384 sao divisiveis por 2.

Solugao:

Notemos que 1987 se escreve na base 10 da seguinte forma:
1-10°+9-10*+8-10+7.

Aplicando congruéncia modular teremos:

1987 =1-103+9-10% 4+ 8- 10 + 7Tmod(2)

Por outro lado sabemos que: 10 = 0mod(2).
Desse modo:

1987 = 1-049-0+8-0+7 = Tmod(2).

Como, 7 = 1mod(2) , por transitividade, temos que o nimero 1987 =
1 mod(2).

Logo 1987 nao é divisivel por 2.

Fazendo o mesmo processo para o ntimero 25384 :

25384 = 2.10* + 5.10° + 3.10% 4 8.10 + 4 mod(2).

Logo,
25384 = 4mod(2) e 4 = 0mod(2).

Asgsim:
25384= Omod(2).
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Portanto 25384 ¢ divisivel por 2.
Para fazer a generalizacao do resultado acima consideremos como N um

numero natural dado. Sua forma estendida na base 10 é:

N =0,0n_10p_2a100 = Gy, - 10" + ap_q - 10" +ay_9- 10" 2+ - +10-a; + ap; n€ N

Note que:

(10 = 0mod(2)
10% = 0mod(2)
103 = 0mod(2)

10" = 0mod(2)

Nosso objetivo ¢ chegar no valor de N.
Multiplicando uma a uma as congruéncias acima, por aj, ds, - - -, d, , Tespec-

tivamente, teremos:

ay - 10 = 0mod(2)

as - 102 = 0mod(2)

az - 103 = 0mod(2)

a, - 10" = 0mod(2)

\

Agora somando menbro a membro segue que:

A - 10"+ ap_1 - 10"+ a, 910" 2 4+ -+ +10 - a; = 0mod(2)
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Das propriedades operatorias vem:

ap - 10" + ap_1 - 10" 4@, o - 1072 + - + 10 - ay + ag=ay mod(2).
Portato um dado ntmero s6 é divisivel por 2 se seu termo ag o é. Isso ocorre

se ag for par.

Observagio. A divisibilidade por 5 e por 10 decorrem no mesmo sentido.

5.2.2 Divisibilidade por 3

Exemplo 20. Verifique se os niimeros 12564890 e 1235 sao divisiveis por 3.

Solugao:
Para o niimero 12564890 temos que:

12564890 = (1.107 +2-10°+5-10° +6- 10* +4 - 103 + 8- 10>+ 9 - 10 + 0) mod(3).
Como 10= 1mod(3) e por consequéncia 10"= 1mod(3), temos que:
12564800 = (1 + 2+ 5+ 6 + 4 + 8 + 9 + 0) mod(3).

Logo,

12564890 = 45mod(3) e 45 = 0mod(3).

Por transitividade tem-se que:

12564890 = 0 mod(3).

Portanto 12564890 é divisivel por 3.

Da mesma forma:
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1235 = (1.10° 4 2.10% 4 3.10 + 5) mod(3).
Logo,
1235 = (1 + 2 + 3 4 5) mod(3).
Assim,
1235 = 11mod(3) e 11 = 2mod(3),
que implica,
1235 = 2mod(3).

Portanto 1235 nao é divisivel por 3.

O critério de divisibilidade por 3 é exatamente igual ao critério por 9, visto
que o nimero 10 deixa o mesmo na divisao por ambos.

Assim como na generalizacao da divisibilidade por 2, consideremos:

N =UpAp—1ap—2a109 = Qy, - 10™ + Ap—1 * 10n—1 + Qp_o * 10n—2 +---4+10- a; + S N
Sabemos que:

7

10 = 1mod(3)
102 = 1mod(3)

103 = 1mod(3)

(10" =1 mod(3)

Multiplicando ay, as, - - -, a, termo a termo por cada congruéncia e somando

as mesmas, verificamos que:
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ai - 10 = a; mod(3)
as - 10 = ay mod(3)

az - 103 = azmod(3)

a, - 10" = a,, mod(3).

Logo,

A - 10" + ap 1 - 10" 4 a, 910" 2+ -+ 10 a1 = ap + ap_q + - +a; mod(3).

Adicionando o termo ay em ambos os lados da congruéncia teremos:

an 10"+ a, 110"+ a, 5-10" 24+ +10-ay +ag =a, + a1+ -+ a; +agmod(3).

Percebemos assim, que um ntimero é divisivel por 3, se a soma de seus algar-

ismos for um ntmero divisivel por 3.

5.2.3 Divisibilidade por 11

Exemplo 21. Verifique se o ntimero 1327 ¢ divisivel por 11.

Solucao:
Sabemos que:

1327 =3-10"+1-10°+3-10* +2-10 + 7.
Por congruéncia modular temos:

31327=3-10" +1-10* +3- 102 + 2 - 10 + 7mod(11).

Notemos ainda que:
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(10 = —1 mod(11)

102 = (=1)*mod(11)
10® = (—1)3mod(11)
(10* = (=1)*mod(11).

Assim,
(10 = —1mod(11)
102 = 12mod(11)
103> = —1mod(11)
(10* = 1mod(11).
No entanto:
31327=3-1+1-(=1)+3-14+2-(—=1) 4+ Tmod(11).
Logo,

31327 = 10 mod(11).
Portanto, 31327 nao é divisivel por 11.

Para determinar a forma genérica de divisibilidade por 11, considere um nat-

ural dado tal que:

N =0,an_10p_2a100 = Gy - 10" 4+ ap_q - 10" +ay_9- 10" 2+ - +10-a; + ap; n€ N

e observando o fato de que:
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(

10 = —1mod(11)
102 = 1mod(11)

10° = —1mod(11)

4
1mod(11); népar
10" =
—1mod(11); néimpar
\
Novamente multiplicando por aq,as, - - -, a, simultaneamente em cada con-

gruéncia e somando o termo ag teremos:

a; - 10 = —1-aymod(11)
as - 102 =1 - aymod(11)
az - 10> = —1 - azmod(11)

1-a,mod(11); népar
a, - 107 (1) P

—1-a,mod(11); néimpar.
Logo,

an - 10"+ @y 1 - 10"+ @y o - 10" 2+ -+ 410 a1 + ag =ay, - (—1)" + a1 - (=1)" 1 +
-+ —ay + agmod(11).

Portanto,
Ap 10"+ a1 - 10" P+ a, o 10" 2+ +10 a1 + ag =a, - (—1)" +a,_1 - (=1)" 1+
-+ —ay + agmod(11).
Percebemos que sempre que ha um algarismo de ordem par, este serd positivo
e o algarismo de ordem impar sera negativo.
Portanto um ntmero sera divisivel por 11 se a soma dos algarismos de ordem

par, subtraida da soma dos algarismos de ordem impar, for um nimero divisivel por

11.
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5.3 Digitos de Verificagao

Digitos de verificagdo (DV) sdo niimeros que estao sempre presentes no nosso
dia-a-dia em Codigos de barras, CPF, RG, Numeros de Contas Bancéarias, entre out-
ras sequéncias numéricas. Geralmente em uma sequéncia de ntmeros ele é o ultimo
algarismo, exceto no caso do CPF que sao dois digitos de verificacao. FEles servem
para validar o cédigo e evitar fraudes. Esse digito pode variar de zero a nove ou
ainda pode ser uma letra (no caso usam-se X) o que sera explicado na sequéncia. A
determinacao do DV ¢ uma aplicacao de congruéncia modular, que pode facilmente
ser compreendida e levada como apoio pedagdgico para as aulas de matematica, logo

nas séries iniciais do ensino fundamental II.

5.3.1 Cobdigo de Barras

Normalmente ao comprar algum produto percebemos uma marca presente
denominada codigo de barras. A vantagem das barras é que elas podem ser identi-
ficadas rapidamente, e sem risco de erros, por aparelhos decodificadores portateis de
leitura optica, como os usados pelos caixas de supermercados. Mas o que realmente
importa para identificar o produto é sua sequéncia numeérica, que também pode ser
digitada manualmente pelos operadores de caixa. O cddigo de barras funciona como
uma espécie de RG do produto. Como nao existem duas pessoas com o mesmo RG,
nao existem dois produtos diferentes com o mesmo co6digo. O interessante disso tudo é
que o Codigo de Barras é gerado por uma matemaética pura e pode ser utilizado como
ferramenta no ensino de alguns topicos de matematica na sala de aula (ESQUINCA.
2013).

O codigo de barras Universal Product Code (UPC) ou European Article Num-

ber (EAN) nada mais é do que a representagao grafica da sequéncia de algarismos
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que vem impressa logo abaixo das barras. Este é um conjunto de normas comercial.
Originalmente criado nos Estados Unidos em 1973 pela empresa Uniform Code Coun-
cil(UCC) para auxiliar os mercados a aumentar a velocidade do processo de verificagao
na saida de produtos e melhorar o controle de inventario. Mais tarde, constatou-se a
eficiéncia desse tipo de codigo e sua utilizagao foi estendida rapidamente para o Brasil
em 1983.

O Brasil deu um grande passo a frente de outros paises da América Latina,
aderindo ao sistema de codigo de barras na maioria das cidades e estados. Muitas em-
presas sentem a necessidade e a obrigacao de adquiri-los quando a producao aumenta
e quando os codigos de barras sao exigidos pelos varejistas. Com isso, a demanda e
a adesdo aos codigos de barras no Brasil vem aumentando cada vez mais (PEREIRA
DE SA. 2015). A EAN é a organizacdo internacional que gerencia a distribuicio dos
c6digos no mundo e tem uma representagao no Brasil, porém existem varias formas de
representar os codigos de barras nos diversos paises. Enquanto os americanos usam
uma sequéncia numeérica de 12 digitos (EAN-12), os europeus optaram por um padriao
com 13 (EAN-13), que foi adotado no resto do mundo, inclusive no Brasil. Existem
ainda outros tipos de codigos especiais, como o formado por 14 digitos (EAN-14),
usado em caixas de papelao para informar a quantidade de produtos guardados e o
de 8 digitos (EAN-8) utilizado quando a embalagem do produto é muito pequena.

Vejamos como exemplo a imagem de um c6digo de barras do sistema mais

comum e utilizado no Brasil, o EAN-13, que usa 13 algarismos para cada produto:

71898 0015

Figure 3: Codigo de barras
Fonte:http: //www.proteste.org.br /familia/nc/noticia/entenda-o-codigo-de-barras

357141

60



As duplas de barras mais compridas sdo uma sinalizacao, fazem separacao in-
dicando que a seguir vem o co6digo do produto. As barras e seus respectivos algarismos
nao ficam alinhados, porisso o ntimero 7 vem antes das barras de sinalizacao.

Os trés primeiros nameros (789) é o registro nacional, que indicam que o
produto foi cadastrado no Brasil, apesar de nao, necessariamente, ter sido fabricado
aqui. Cada pafs tem uma combinacao propria. A da Argentina, por exemplo, é 779.

A segunda sequéncia de nimeros (8357) que pode variar de quatro a sete
algarismos ¢é a identificacdo da empresa fabricante (RG do fabricante). Esse nimero
¢ fornecido pela EAN, que faz o controle para que nao sejam distribuidos nimeros
iguais.

A terceira sequéncia (41001) identifica o produto em si. A numeragio varia
conforme o tipo, o tamanho, a quantidade, o peso e a embalagem do produto — um
refrigerante em lata, por exemplo, tem uma sequéncia diferente de um em garrafa.

O dltimo ntimero (5) é um digito verificador. Ao ler todo o codigo do produto,

o computador faz um calculo simples:

e Efetua ordenadamente da esquerda para a direita o produto de cada algarismo

por 1 e 3 de forma alternada;
e A partir da soma desses produtos, calcula-se o resto da divisao pelo niumero 10;

e O resto encontrado serd o DV do produto.

Se a leitura estiver correta, o resultado desse cdlculo é igual ao do digito verificador.
O interessante para nos é que esse digito verificador nada mais é do que uma simples
aplicagao de congruéncia modular.

Observe o célculo detalhado do procedimento descrito anteriormente para a

figura 3.
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A sequéncia dos 12 primeiros digitos do codigo é 789835741001 que mateméti-
camente pode ser escrita na forma: ajasasasasagaragagaigaiiais. Devemos multiplica-
los, nessa ordem, pela base {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3} e somar os produtos obtidos.
Essa soma acrescida do algarismo a3 deve ser um miiltiplo de 10, ou seja, o algarismo

procurado ¢ obtido da seguinte relagao de congruéncia:

1-a143as+lag+3as+ las+3as+ lar+3a8+ lag+3aio+ laj; +3a12+as = 0mod(10).

Efetuando os produtos do codigos de barras pela base de multiplicacao tere-

mos:

1-7+3-8+1-9+3-8+1:34+3-54+1-7+3:4+1-1+3-0+1-04+3-14a13 = 0mod(10).

Assim,
T+244+94+244+3+15+7+124+14+ 040+ 3+ a3 = 0mod(10).
Entao,

105 + a13 = 0mod10 .
Somando (—105) a ambos os lados da congruéncia segue que:

a;3 = —105mod(10).
Logo,

a;3 = 5mod(10).

Portanto o DV correspondente ao cédigo de barras apresentado ¢ 5, o qual se

completa conforme a fig. 3.

5.3.2 International Standard Book Number (ISBN)

O Sistema ISBN (International Standard Book Number) foi criado em 1969 e

assim como o codigo de barras, ¢ um sistema de identificagao numérica, mas, de livros,
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CD-Roms e publicagbes em braile. Antigamente as editoras identificavam seus livros
com um numero da forma ajasazasasagaragaga;y de 10 digitos, onde os primeiros 9
algarismos eram divididos em 3 secoes de comprimento varidvel para identificar o livro
e o algarismo ag seria o digito verificador (PEREIRA DE SA. 2015). A partir de 1
de Janeiro de 2007, devido ao crescente niimero de publicacoes, com suas respectivas
edicoes e formatos, este sistema sofreu uma mudanca , passando a ter 13 digitos, no
intuito de aumentar sua capacidade, . A nova nimeracao foi precedida pelo nimero
978, que identifica o produto e ainda foi recalculado o niimero de controle. O novo
formato de numeracao foi adotado para padronizar a quantidade de digitos de acordo
com o seu equivalente de 13 digitos no cédigo de barras. Quando o "prefixo 978"
se esgotar, serd adotado o "prefixo 979", que resultard em nova mudanca de prefixo

editorial para os Editores.

ISBN-10: 1-86197-876-6
ISBN-13: 978-1-86197-876-9

97781861 ‘9?8?6[ >

Figure 4: ISBN 1
Fonte:http://quezi.com/wp-content /uploads/2009/01/2175016522_ecbf98c8b4_o.jpg

No novo sistema ISBN-13, tem-se que a distribuicao dos c6digos se apresentam
da seguinte forma: a primeira secdo de algarismos identifica o livro, a segunda o
pais ou um agrupamento geografico de editoras, a terceira secdo uma empresa editora
particular desse grupo, a quarta o titulo do livro dentro do catalogo da empresa editora

e o dltimo digito é o de verificacao, que serve para validar a existéncia do produto.
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livrq_ pais_editor _titulo cod verificacao

ISBN 78}3 ms

Figure 5: ISBN II

Novamente usaremos a congruéncia modulo m para resolver esta situagao.
Voltando ao exemplo da figura 4 para o sistema ISBN-10 podemos verificar o

digito teste da seguinte maneira:

e Determinamos o resto da divisao por 11 tomando a base 10, tal que os ntimeros
{10,9,8,7,6,5,4,3,2,1}, nesta ordem sejam multiplicados termo a termo com

com os algarismos apresentados pelo sistema da esquerda para a direita,;
e Efetuamos a soma dos 9 primeiros produtos;

o A diferenga entre o que falta para o proximo miltiplo de 11 é o nimero procurado(

termo ayg), ou seja, efetuando a seguinte congruéncia:

10a; + 9ag + 8az + Tay + 6as + Sag + 4ar + 3as + 2a9 + lajg = 0mod(11)

Observacgio. ayg € substituido por X caso a congruéncia deixe resto 10.

Assim, no caso em questao o digito de controle (6) ¢ determinando efetuando o seguinte

calculo:

10149848 6+7-14+6-9+5-7T+4-84+3-7T+2-6+ajp = 0mod(11),

que é equivalente a:
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291 + ay0= 0 mod(11),
logo,

ajo= —291mod(11).
Portanto,

ajp= —5mod(1l) =a;p =06

Um problema que acontece frequentemente gerando erro nas edigoes é o fato
de aparecer um digito errado ou a troca de digitos adjacentes. A tnica garantia é
que esses dois erros sempre serao detectados, de acordo com o método de célculo de
verificacao de digito do ISBN. Nao sendo detectado o livro serd editado com ISBN
invalido.

Para o calculo do digito de verificagao do ISBN-13 o procedimento ocorre de
maneira analoga ao codigo de barras usual. Um zero(0) substitui dez (10), garantindo
assim, que o resultado da verificacao nao é maior que um digito. Por exemplo, o digito

de verificacao para o ISBN-13 da figura 4 sera calculado da seguinte maneira:

lay +3as+ lag + 3as + las + 3ag + lay + 3ag + Lag + a0 + Lay; +3aia+a13 = 0mod(10),
Logo,

1-94+3-7+1-8+3-1+1-8+3:-6+1-1+3-9+1-7+3-8+1-7+3-6+
a13= 0mod(10),

que é equivalente a,
a3+ (94+21+8+3+8+ 184+ 1427+ 7+ 24+ 7+ 18) =0mod(10).
Assim
a3 + 151 =0mod(10),
o que implica em:
a3 = —151mod(10).

Dai obtemos que:
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a13 =—1mod(10).
Somando 1 a ambos os lados da congruéncia teremos:

a3 +1=0 mod(lO)ialg =9

Portanto, a;3 = 9.

Contudo este sistema de verificacao, similar ao utilizado para a verificacao do
Codigo Universal de Produtos (UPC), nao detecta todos os erros de transposi¢ao(mudanca
de posigao) adjacente, especificamente, se a diferencga entre ambos for igual a 5. Um
exemplo é se ocorrer que sejam estes digitos 6 e 1 . A ordem correta contribui
3-6+1-1=19 para a soma, enquanto que, se os digitos sao transpostos (1 seguido
por 1) , a contribui¢ao dos dois digitos para a soma serd 3-1+4+1-6 = 9. Como, 19
e 9 sao congruentes modulo 10, produzirao o mesmo resultado final para os ISBN’s.
A formula do ISBN-10 usa o médulo 11, que é primo, o que evita esse problema, mas
requer mais do que um digito para expressar o digito de verificacdo o que no caso
ocorrendo substitui-se por X. Além disso, se triplicar a soma das 22, 4%, 62,82 10% e
122 posicdes e em seguida as adicionar aos restantes digitos (1°,3°,5°, 79,92 11%13°),
o total serd sempre ser divisivel por 10 (ou seja termina em 0).

Esse Digito Verificador também é utilizado em documentos pessoais como:
CPF, RG, CNPJ, Titulo de Eleitor, etc. Os processos utilizados para o célculo desses
digitos podem, nesses casos, variar de um documento para outro de forma distinta,
dependendo muitas vezes da regidao ou 6rgao expedidor, exceto no caso do Cadastro
de Pessoas Fisicas (CPF) que segue um padrao em todo territorio nacional e sera

destacado na sequéncia.

5.3.3 Cadastro de Pessoas Fisicas(CPF)

O CPF é outro exemplo importante, do nosso cotidiano. Este ntmero é
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constituido de 11 digitos, sendo um primeiro bloco com 9 algarismos e um segundo,
com mais dois. Estes, assim como no ISBN e nos cédigos de barra, sao os digitos de
controle, que servem para garantir a autenticidade do documento. A determinacao
desses dois digitos de controle pode ser feita utilizando congruéncia modular.

A diferénca entre o CPF e os codigos de barras sao que estes aqui tratados
possuem o DV munido de dois algarismos, tal que o primeiro deles é o resultado
de uma congruéncia modulo 11, obtido por uma operagao dos nove primeiros, € o
segundo é determinado incluindo-se o digito encontrado e resolvendo novamente outra
congruéncia modulo 11.

Suponhamos um CPF com os nove primeiros digitos sendo 002007571. Primeira-

mente lembremos que todo CPF possui um nimero da forma:

a1a2a3G40506a70a80A9 — A10A11-

Para obter o primeiro digito verificador devemos:

e Multiplicar da esquerda para direita os nove primeiros algarismos do CPF, pelos

9 nimeros{1,2,3,4,5,6,7,8,9} ,nesta ordem;
e Somar os produtos obtidos;

e O digito a, ser subtraido da soma obtida gerando um miltiplo de 11.

Observe o célculo:
Como,
lay + 2as + 3as + 4ay + bas + 6ag + Tar + 8ag + 9ag — a;p = 0mod(11),
entao:

1CL1 + 2@2 + 3(13 + 40,4 + 5@5 + 6&6 + 7(17 + 8@8 + 9@9 = a9 mod(ll)

Aplicando a propriedade simétrica teremos:
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ayo=(1lay + 2as + 3as + 4ay + Sas + 6ag + Tar + 8ag + Yag) mod(11).

Desse modo:
ap=(1-042-043-244-045-046-74+7-5+8-7+9.1)mod(11),

logo,
ajo = 148 mod (11).
Assim,

ajo = 5mod (11).

Portanto, a;9 = 5 mod(11)

A determinacao do segundo digito verificador é feita de maneira similar mo-
dulo 11. No entanto, acrescentamos o digito encontrado anteriormente estendendo
agora a base de multiplicacao para 10 algarismos, a comecar do zero.

Assim teremos:

Oa; + las + 2a3 + 3a4 + 4as + bag + 6a; + Tag + 8ag + a0 — a;; = 0mod(11).

Logo,
0-0+1-0+2-243-0+4-04+5-74+6-54+7-7+8-1+9-1) —ay; = 0mod(11).

Assim:

0:041-042-243-04+4-045-7T+6-54+7-7+8-14+9-1= a;; mod(11).

Portanto, 171 = a;;mod(11) .

Aplicando a propriedade simétrica:

a;; = 171 mod(11)=-a1; = 6 mod(11)

Logo, o segundo digito de controle é 6 e portanto concluimos que o CPF
completo sera:

00200757156
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5.4 O Calendario

Ha centenas de anos o homem se preocupa em registrar de forma empirica o
passar do tempo. O dia e o ano, por exemplo, podem ser observados por qualquer
pessoa, ja que suas defini¢oes se baseiam em consideragoes astrondémicas. No entanto,
as defini¢oes de semana e més sao muito dependentes da cultura de cada povo ao longo
da historia.

Para a contagem do tempo desenvolveu-se o calendario, que é um sistema
de contagem e agrupamento de dias, que visa atender principalmente as necessidades
civis e religiosas de uma cultura, organizadas com o proposito de medir e registrar
eventos ao longo de "grandes periodos” (PEREIRA DE SA. 2015).

Na atualidade existem aproximadamente 40 Calendarios em uso no mundo,

que podem ser classificados em trés tipos:

e Solares: Baseados no movimento da Terra em torno do Sol; os meses nao tém

conexao com o movimento da Lua. (exemplo: Calendario Cristao e Gregoriano);

e Lunares: Baseados no movimento da Lua; o ano nao tem conexao com o movi-
mento da Terra em torno do Sol. (exemplo: Calendario Islamico). Os meses de
um Calendério Lunar, como o Islamico, sistematicamente vao se afastando dos

meses de um Calendario Solar, como 0 nosso;

e Lunisolares: Os anos estao relacionados com o movimento da Terra em torno
do Sol e os meses com o movimento da Lua em torno da Terra. O Calendario
Hebreu possui uma seqiiéncia de meses baseada nas fases da Lua, mas de tempos
em tempos um més inteiro é intercalado para o Calendario se manter em fase

com o ano tropical.
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Nos calendérios solares, que sao os mais utilizados, a unidade bésica para a contagem
do tempo é o dia, este que possui por sua vez 24 horas, divididas em duas etapas,
que sao intercaladas entre o nascer e o por do sol. O ano solar, também conhecido
como ano tropico, é o periodo de tempo decorrido para completar um ciclo de estacoes
(primavera, verdo, outono e inverno), tendo a duragao de aproximadamente 365 dias,
5 horas, 48 minutos e 47 segundos (365,2422 dias). Assim por excesso a cada quatro
anos, as horas extra acumuladas sao reunidas no dia 29 de Fevereiro, formando o ano
bissexto, ou seja, o ano com 366 dias (BRASIL. 2009).

No Brasil utilizamos o Calendéario Gregoriano, que deriva do calendéario solar.
Os anos sao formados por meses constituidos por 30 ou 31 dias; com excecao de feve-
reiro constituido por 29 dias nos anos bissextos e 28 nos demais anos. No Calendéario
Gregoriano, existem 97 anos de 366 dias (que chamamos de bissextos) em cada periodo

de 400 anos. Os anos bissextos sao determinados pela seguinte regra (BRASIL. 2009):

e Todo ano bissexto é divisivel por 4;

e II- Todo ano divisivel por 4, exceto os centenarios nao divisiveis por 400, é bis-

sexto;

Um exemplo pra melhor entender os critérios acima é comparar os anos 1900 e 2000.
O primeiro nao foi bissexto pois 1900 nao é um ntmero divisivel por 400, o que ja
acontece com o ano de 2000.

Percebendo que h& um grande envolto matematico ao se tratar de calendarios,
uma vez que é dividido de forma peridédica e sequéncial, por dias, semanas, meses e
anos, apareceram em varios programas de televisao pessoas que dizem apresentar
“habilidades especiais” para memorizar dias da semana de anos anteriores. Sera que

realmente sao habilidades especias ou facilidade em utilizar algoritmos?
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Provavelmente a segunda resposta seria mais conveniente ao chamarmos de
verdade. O calendario possui alguns elementos arbitrarios onde podemos usar algo-
ritmos com operacoes basicas de matematica para relacionar uma data estabelecida
ao dia da semana em que ela se deu (OLIVEIRA. 2015). O procedimento envolvido
nesses algoritmos é acessivel para qualquer pessoa que saiba usar as quatro operagoes
basicas. O desafio, na verdade, é criar uma sequéncia de passos que direcionem o
exercicio mental. Saber criar e lidar com algoritmos é interessante e pode ser 1til no
mundo informatizado de hoje.

Observemos também a relacao de uma simples congruéncia modular com o

calendario, referente ao més de setembro de 2014.

2014 = Setembro = 2014

Domingo Segunda-feira Terga-feira Quarta-feira Quintafeira | Sexta-feira Sabado

1 2, 3 4 5 &6

7 8 9 10 11 12 13
14 | 15 5 16 17 18 19 20
21 22 23 (24, 25 26 27

28 29 | 30

7 - Indepéndencia do Brasil

Figura 6: Calendario 2014
Fonte: http://arterocha.blogspot.com.br/2013/11/calendario-mes-de-setembro-2014.html

Notemos que ao analisar a disposicao dos dias no més de setembro em relagao

a congruéncia modulo m teremos:

e Domingo- n= 0mod(7);
e Segunda - n=1mod(7);
o Terca- n=2mod(7);
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o Quarta-n =3mod(7);
e Quinta-n= 4mod(7);
e Sexta - n= 5mod(7);

e Sabado-n=6 mod(7).

Se quisermos, por exemplo, determinar em qual dia da semana sera 27 de setembro de
2014, sem olhar no calendéario , bastaria apenas sabermos a que classe de congruencia,
este pertenceria, moédulo 7. Assim dividindo 27 por 7, resultaria quociente 3 e resto
6. Desse modo teriamos que 27= 6 mod(7), ou seja, tomando segunda-feira como dia
1(data inicial do més) , a classe de restos 6 pertenceria nesta sequéncia aos sdbados.
Logo dia 27 é sabado(verifique figura 5.5.1).

O fato mais interessante nesta parte da aritmética é que ela nos permite ainda
verificar dias da semana de datas muito anteriores aos dias atuais. A historia registra
seus fatos, basicamente, pelas datas. Para entender como funciona tal procedimeto
faremos alguns exemplos retirados da video aula 37 do professor Fabio Henrique Tei-
xeira de Souza®, direcionada aos alunos da OBMEP e que trata de problemas com

calendéarios.

Exemplo 22. O ano de 2013, comecou em uma terca-feira. Qual o dia da semana
termina o ano?

Solugao:

Primeiramente devemos observar que aqui ¢ um caso geral onde o respectivo ano possui

365 dias, agrupados de 7 em 7 dias, que sao as semanas. Neste caso ao dividir 365

s ( Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=Gj5uopyMoKc)
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por 7, obteremos 52 ciclos semanais completos e sobrard um dia. Sendo que cada ciclo
inicia-se na terca-feira e termina na segunda, devemos acrescentar 1 dia ao préximo

ciclo. Assim sendo o tltimo dia do ano serd também uma terga-feira. Observe o

calculo:

365 = amod(7), onde a é o resto.
Portanto,

365= 1mod(7).

Observagdo. Em geral, exceto os anos bissextos, todos os anos comecam e terminam no
mesmo dia da semana.
A figura a seguir se trata da imagem de um calendario do ano de 2013. Fare-

mos alguns exemplos para que possamos mostrar ao aluno que tendo apenas um ponto

de partida, ou seja, uma data inicial, conseguimos determinar qualquer outra.

2013

Janeiro Fevereiro Marco
O s T @ Q@ s s D s T Q@ Q@ s s b s T Q@ Q s S
1 2 3 4 5 1 2 1 2
6 7 8 9 10 1 12 3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
13 14 15 16 17 18 19 10 11 12 13 14 15 16 10 11 12 13 14 15 16
20 21 22 23 24 25 26 17 18 19 20 21 22 23 17 18 19 20 21 22 23
27 28 29 30 31 24 25 26 27 28 24 25 26 27 28 29 30
1 - Confraternizagéo Universal 12 - Camnaval 31 29 - Paixiio de Cristo

Abril Maio Junho

D S T @ Q@ s s DS T @ @ s s D s T @ Q@ s s

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 1

7 8 9 10 11 12 13 5 6 T 8 9 10 N 2 3 4 5 6 i 8

14 15 16 17 18 19 20 12 13 14 15 16 17 18 9 10 11 12 13 14 15

21 22 23 24 25 26 27 19 20 21 22 23 24 25 16 17 18 19 20 21 22

28 29 30 26 27 28 29 30 3N 23 24 25 26 27 28 29

21 - Tiradentes 1 - Dia do Trabalho 30 - Corpus Christi 30
Julho Agosto Setembro

D s T @ Q@ s s D s T Q@ Q@ s s D s T Q@ Q@ s s

1 2 3 4 5 6 1 2 3 1 2 3 4 5 6 i

7 8 9 10 1 12 13 4 5 6 7 8 9 10 8 9 10 11 12 13 14

14 15 16 17 18 19 20 1 12 13 14 15 16 17 15 16 17 18 19 20 21

21 22 23 24 25 26 27 18 19 20 21 22 23 24 22 23 24 25 26 27 28

28 29 30 31 25 26 27 28 29 30 31 29 30 9. Independéncia do Brasil

Outubro Novembro D bro

D s T @ Q@ s s D s T Q@ Q@ s s D S T @ Q@ s s

1.2 3 4 5 12 1 2 3 4 B 8 7

6 7 8 9 10 1 12 3 4 5 6 7 8 9 8 9 10 1 12 13 14

13 14 15 16 17 18 19 10 11 12 13 14 15 16 15 16 17 18 19 20 21

20 21 22 23 24 25 26 17 18 19 20 21 22 23 22 23 24 25 26 27 28
27 28 29 30 31 24 25 26 27 28 29 30 23 30 31

2-Finados
12 - N. . Aparecida 15 - Proclamagao da Repablica 25 - Natal

Figura 7: Calendario 2013
Fonte:http://www.tatendoaqui.com /wp-content /uploads/2013/01/calendario-2013.jpg
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Exemplo 23. Sabendo que o 2013 comecou em terca-feira, qual dia da semana serd 1°
de janeiro de 20167

Solucao:

Como entre 2013 e 12 de janeiro de 2016 nao ha nenhum ano bissexto, entao, podemos

raciocinar da seguinte maneira:

e 2013 comeca e termina em uma terca-feira;
e 2014 comeca e termina em uma quarta-feira;

e 2015 comeca e termina em uma quinta-feira.

Entao 12 de janeiro de 2016 sera uma sexta-feira.

Exemplo 24. Sabendo que o 2013 comecou em terca-feira, qual dia da semana sera 31°
de dezembro de 20167

Solugao:

Neste caso devemos levar em consideragao que 2016 ¢ um ano bissexto, visto ser um
namero divisivel por 4 e nao terminado em 00. Assim nao podemos dizer que terminou
no mesmo dia da semana, pois agora o més de fevereiro possui 29 dias. Poderiamos
pela informacao do exemplo 23 acrescentar 1 dia o que nos forneceria domingo. Caso

nao tivessemos esses dados, procederiamos da seguinte maneira:

e 2013, 2015 e 2015(365 dias)

e 2016(366 dias)
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Entao,

365 + 365 + 365 + 366 = amod(7).
Logo,
1461 = amod(7).
Portanto, se o ciclo se inicia na terca-feira acrescetando 5 unidades a este ciclo
teremos que o ultimo dia de 2016 serd um sabado.
Contudo podemos dado uma data qualquer como ponto de partida, determi-

nar qualquer outra anterior ou posterior a ela.

CURIOSIDADES:

¢ Os anos terminados em 00 que nao sao divisiveis por 400, nao sao bissextos devido
as chamadas de excessoes seculares , fato que ocorre em funcao do tempo que
Terra leva para dar a volta em torno do Sol que é estimado (em aproximadamente
365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos) e nao exato, tal que essa pequena
diferenca de menos de 12 minutos poderia provocar erros a cada cerca de 100
a 120 anos. Contudo a diferenca de 46 segundos pode provocar novas revisoes
no calendéariono no ano 3000. Porém os astronomos tém corrigido os relogios
mundiais em 1 segundo em algumas passagens de ano, o que podera dispensar

tal revisao.

e Existem 14 formatos diferentes para o calendario que usamos. Sete deles forma-
dos com inicio e fim no mesmo dia da semana(seg-seg), ou seja para anos nao
bissextos, e 0s outros 7 com inicio em um determinado dia e fim em um dia

posterior da semana(ex: seg-ter)
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Através da proposta apresentada, percebemos que nos professores, devemos
ter muito cuidado ao transmitir conhecimentos para nossos alunos, levando em consi-
deracao o fato de que um aluno desistimulado gera muito desconforto e inseguranca na
sala de aula. Trabalhar o conceito de divisibilidade e suas propriedades é fundamental
para que o professor tenha firmeza ao apresentar temas onde se faz uso destes. Nao
ha relevancia alguma em trabalhar regras por memorizagao. Devemos construir todo
um processo, onde o aluno tenha um espaco para desenvolver seu raciocinio logico
matematico de forma justificada, contextualizada e agradavel.

Ao introduzir o conceitos de Equagoes Diofantinas Lineares estamos proporci-
onando a nossos alunos, uma ferramenta para que eles possam modelar uma situacao
cotidiana transformando-a numa linguagem matemaética. Além disso, o professor es-
tard saindo do basico, que é abordado por livros didaticos e partindo para o uma
metodologia onde o aluno, através do uso destes conceitos possa solucionar problemas

e compreender conceitos pré-estabelecidos.
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Podemos concluir também, que existem muitas aplicacoes em que a aritmética
modular age de forma essencial e simples. Varios desses usos podem ser encontrados
durante o percorrer do dia e suas aplicagoes podem variar de forma muito interessante,
seja para critérios de divisibilidades, c6digos de identificacao, calendarios, entre outros.
Essas aplicacoes podem servir de metodologia estimulante no trabalho com alunos de
vérias faixas etarias.

E importante que os critérios de divisibilidade sejam apresentados de forma
generalizada, para que o professor tenha ferramentas que possam justificar regras pré
-estabelecidadas e assim deixar o fato de o aluno nao ficar se perguntando de onde
apareceu este conceito e assim desacreditar da matematica.

Ao se trabalhar com aplicacoes no calendario através de problemas bésicos o
aluno sentird curiosidade em descobrir datas passadas e futuras e isso levard a uma
concentragao maior. Essa concentracao de maneira muito suave instigard o aluno, e
o professor, poderd posteriormente criar generalizagoes e aprofundar o conhecimento
dentro do tema.

Mesmo nao sendo parte do curriculo escolar em nenhum momento, a Con-
gruéncia Modular e suas relagoes podem ser trabalhadas de forma eficaz, pois per-
mitem ao aluno a capacidade de visualizar propriedades ligadas a divisibilidade e
potenciacao, fazendo correlagoes entre elas para determinar restos de nimeros gran-
des, sem o trauma de efetuar um calculo exaustivo. Contudo, por estar tratando de
assuntos cotidianos, gera maior interesse e concentragao ao momento das atividades
propostas.

Acredita-se que este trabalho seja referéncia pelo qual o professor possa fazer
uso, tendo em vista que sua linguagem é simples e atualizada e pode ser aplicada
logo no inicio do ensino fundamental II, e posteriormente melhorada nas séries finais
desta fase para que num momento futuro, o aluno ja familiarizado com estes conceitos,

possa sentir-se seguro em trabalhar com congruéncias um pouco mais complexas, caso

7



professores de outros niveis de ensino o queiram fazer.

Sao inimeras as aplicacoes de divisibilidade e congruéncia, além de serem
muito amplas. E impossivel exibir todas em um trabalho como este. Desse modo,
deixo como sugestao para professores comprometidos com a educacao, uma possivel
pesquisa na area de Criptografia. Este tema também é muito relevante e pode ser
trabalhado a partir do 6° ano e até em um nivel superior, sem perda de mérito, pois
além de se trabalhar a matematica pura que ha na formacao dos conceitos, levard
o aluno a ter conhecimento de sua definicao e importancia em varios campos que

utilizam meétodos extensos e complexos.
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